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巾文摘要

，其丰要思想是在李

群，这个单参数了群

是原李群上的一条测地线。然后定义了样本到测地线投影的概念，同时将李群样本向该

测地线投影，并尽可能使投影后各类别间的散度与类内散度比值最大化，从而实现非线

性李群空间的类别判别。文章也根据矩阵李群内积空间理论设计了基于矩阵李群的核函

数，并借助KFDA算法思想和李群均值设计实现了KLieDA算法。通过大量实验表明，基

于李群均值的Lie-Fisher学习算法与KNN、FLDA、Lie-Mean等算法相比，具有较好的

分类效果，以及基于李群核的KLieDA及SVM算法在于写体分类中具有优良的识别率。

本文的丰要贡献与创新点在于(1)提出的Lie-Fisher学习算法解决了李群流形空

间中用测地线进行分类的问题。 (2)推导了常用李群核函数，该核函数能方便结合现

有的基于核的各种算法，如KFDA、SVM、KPCA等算法。 (3)提出的K1ieDA算法解决了

非线性矩阵样本通过核理论进行分类的问题。 (4)通过实验表明，手写体图像的区域

协方差特征虽然位于流形空间内，tu其拥有非常好的线性分布的特点。

关键词：李群机器学习；李群均值学习算法；李群核；分类器：视觉不变特征
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Research On Lie Group Mean Learning Algorithm and Its

Application

Ab stract

This paper based on Lie group mean computation theory，and proposed Lie--Fisher

algorithm，which mainly finds a one-parameter sub group decided by a Lie algebra element of

intrinsic mean of all samples，and this one-parameter sub group is a geodesic on the original

Lie group．Moreover，we defined the projection of sample to geodesic，and projected all

samples to a geodesic．In order to implement the discrimination in nonlinear Lie group space

after projection，the ratio of between-class variance to within-class variance is maximized．In

accordance with the matrix Lie group dot project theory，we also designed kernel functions

based on matrix Lie group，and further proposed KLieDA algorithm with the help of KFDA

and these kernel functions．A large number of experiments showed that Lie-Fisher based on

Lie group mean is better than KNN，FLDA algorithms in classification performance，and both

KLieDA and SVM based on Lie group kernels also have excellent recognition rate of

handwritten classification．

The contributions and innovations of this paper are as follows．(1)The proposed Lie—

Fisher learning algorithm solves the problem that geodesic is used tO classify on Lie group

manifold．(2)The several deduced Lie group kernel functions can be easily combined with the

existing kernel-based algorithms，such as KFDA，SVM，and KPCA．(3)The proposed KlieDA

algorithm solves the problem of nonlinear matrix samples’classification through the kernel

theory．(4)The experiments demonstrate that the region covariance features of the handwritten

images are located in Lie group manifold space，but they have a very good linear distribution

characteristic．

Keywords：Lie group，Lie group mean algorithm,Lie group kernel，Classifier，Visual invariant

feature
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第-章引。。f

领域的一种新的

成了具有创新特

意大利、美国等

群的概念可以看

构。这套理论系

统，既给我们提供了描述数据的几何表示方法，又给出了具体的代数求解方案。如：群

保持了系统的完备性，微分提供了具体的代数计算方法，流形给出了几何表示方法，这

正符合认知理论中的定性和定量表示相结合的认知模式。另外，从认知过程来看，人脑

在认识客观世界中的仟何对象时，首先关注的是表征问题的一个稳定点，然后依次进行

分析图像的结构。对这种认知模式，在李群结构中，最小牛成元就是这个稳定点，只要

找到这个最小牛成元，就可以利用李群方法对图像进行分析了。因此，李群机器学习既

符合学习认知规律，又满足计算机解决现实问题的条件。

均值计算问题是机器学习中非常重要的一个了问题，现有大量的学习算法都离不开

均值计算的过程。然而，大量的实际数据分布于几何结构为流形空间的李群中，常规学

习算法中的均值计算在许多并非分布于欧氏空间的数据来说是不正确的，因此研究李群

均值学习算法具有非常重要的意义。本课题是国家自然科学摹金重点项目支持的研究内

容之一，丰要针对李群均值的性质、基于李群均值的分类器算法设计等问题进行研究。

1．2李群学习研究进展

国内，由李凡长教授领导的李群机器学习研究小组在近些年做出了许多卓有成效的

成果。例如，文献[61、63]给出了李群机器学习的4个公王ll!，分别是(1)李群机器学习

泛化能力假设公理； (2)李群机器学习的对偶假设公理： (3)李群机器学习的划分独
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立性假设公理； (4)李群机器学习一致性假设公理。并且按照文献[6l~66]，可将李群

机器学习模型分为代数模型和几何模型，这也就是李群机器学习方法和现有机器学习方

法的丰要区别之一，如流形学习、 统计学习、 支持向量机学习、 关系学习、 决策树

学习、 贝叫。斯学习等。其中李群机器学习的代数模型将输入数据R看做变换，通过

0：R哼G变换成单参数了群G， 利用G中的右平移变换映射

玛：R×G—G i(f，g)专g·p(，)，它是流形G上的一个可微变换群。同样可得芹平移变

换。由此可以得到：{单参数了群)和{左不变流形)是等价的。再通过左不变流形和左不

变向量场之间的等价关系及单参数了群和李．了代数之间的关系有4类等价系，即

g兰{左不变向量场)兰{左不变流形)兰{单参数了群)。李群机器学习的几何模型丰要涉

及李群的一些几何性质，如平移不变性、旋转不变性、测地线性质等。文献[67、68]介

绍了李群机器学习中的Dynkin图的相关算法。另外，李群机器学习的分类器设计也是

非常重要的一部分研究成果。例如，文献[69、72]分别给出了量子群、辛群分类器的设

计。

2008年，RiSi Kondor在他的博士论文《Group Theoretical Methods in Machine

Learning》中就群在机器学习中的理论与应用作了详尽的探索和削述，得出了许多有意

义的结论⋯。例如，得出了在群作用下核不变的对称性理论；从傅立叫‘谱的角度得出了

平移不变正定核在群上的性质；从spectral graph理论的角度介绍了群上散度核的概

念以及它们的含义；得出用以学习排列的PerMceptron算法；给出了一个摹于傅立叶变

换的身份管理和多目标跟踪的数学框架；介绍了非对称谱(skew spectrum)，并证明

其与双向谱(bispectrum)的等价性：从一种新的双向谱用以表示图像的旋转和平移不

变性。可见，代数理论由其是群论在机器学习中同样起到了很大的作用，而且文章最后

指出了许多仍有待解决和深入探讨的问题，并大大看好代数学在机器学习领域中的发展

前景。下面我们就李群在机器学习相关领域内的研究状况作一下小结。

李群用于维数约简领域：2003年，由Fletcher证明了m-rep模型为李群泄’‘‘1，同时

给出了李群样本的内均值算法，基于该李群内均值算法，给出了丰测地线分析PGA降维

算法。利用PGA算法，作者将用一组m-rep结点表示的3D医学器官模型进行降维。PGA

2



李群均值学爿算法及应用研究 第·章 引。’i

算法思想源于欧氏空间的PCA算法，仙它在李群所在的流形空间中进行降维，是一种非

线性降维算法。其丰要思想是将m—rep李群样本映射到相应的李代数线性空间，再计算

其丰成份方向。同年，Fletcher等人又讨论了李群上的高斯分布在形状统计学中的应

用阳1。2008年，M．Tournier应用该PGA算法将运动数据进行压缩，在压缩率达到1：50

以上时，损失牢仍能保持在5％左右，而且每帧解压时间小于lms盯1。可见李群在运动数

据建模与压缩上的优势。

李群用于分类：2006年，文献[20]提出将区域图像的协方差作为图像特征。协方

差矩阵是正定对称矩阵，构成张量空间，文章推导了该张量空间中点与点之间的测地线

距离计算公式，并基于该度量给出了分类与检测算法。而文献[25]则从理论上证明这个

对称正定阵构成的张量空间在附加一种运算后构成李群。并推导了该李群结构的许多

性，特别是推导出了在该结构下李群样本的均值计算公式，这对后来对称正定阵作为图

像特征的算法推导具有很大的意义。2008年Pradeep通过对二维图像中的汽车点云构

造李群样本，并应用李群均值和PGA算法对构造的样本进行分类，以达到对实际汽车车

体分类的目的¨引。通过实验表明，基于李群的方法相比线性方法具有显著优势。由此可

见，李群在分类算法上尤有较好理论和应用价值。

李群用于解释原理与挖掘规律：2002年，Simone Fiori在《Unsupervised Neural

Learning on Lie Group)一文中深度探讨了李群和非监督神经网络的权值学习之间的

联系m1。2007年Xu Miao在(Learning the Lie Groups of Visual Invariance)中

将二维图像的仿射变换构建在仿射李群框架之上，并通过EM算法学习这个李群，并在

文中证明了基于图像的一阶泰勒展开式即为李群方法的特例幢引。2008年，Risi Kondor

探讨了快速傅立叶变换和李群之间的联系⋯。2009年，Dahua Lin等二位来自MIT的学

者用李群揭示了视觉动态现象，探讨了李代数和线性动态过程的内在联系¨剐。201 1

年，文献[24]将李群应用于视频编码的领域，通过李群牛成元对频率图像帧间的局部变

换进行学习，以此对视频中帧间的临时相关性进行建模，通过与标准编码比较的实验结

果显示，李群方法在高码牢的视频编码中具有更小的失真率，在低码率视频中也仍具有

很强的竞争性。

3
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李群应用于视觉跟踪：2002年，由Tom Drummond和Roberto Cipol la利用李群对

三维模型的变换进行建模，研究了对复杂二维结构的实时可视化跟踪f．1题。沿1。随后

2004年，由Eduardo等人研究了仿射变换结合投影变换构成的8维李群，并应用于跟

踪n-51。2006至2010年期间，Tuzel等人连续在CVPR上发表多篇基于李群李代数研究

视觉跟踪与检测问题中视觉不变特征估计与检测的文章n6‘憎3。其间，他们还就提出的图

像协方差矩阵，即正定对称矩阵所张成的张量空间构造为李群，并提出相应的均值计算

算法与分类和检测算法啪1，取得了非常好的效果，并被其它文章再次应用⋯·盯·2¨，得到

了进一步发展。

均值计算是机器学习众多算法中必要的计算之一。然而在不同的空间和不同的数据

集合中均值的计算方法不尽相同，特别是在李群这个非线性的流形拓扑空间中，均值计

算问题变得非常复杂。再由于李群，特别是仿射群、特殊正交群以及正定对称群在众多

问题中的重大应用价值，使得李群的内均值计算也成为非常重要的研究问题。文献[32]

详细分析了流形上的内均值和外均值的差异。文献[2，3]分析并给出了基于迭代方法的

李群内均值计算方法。文献[9]分析了高斯分布在李群上的特性并应用到形状统计问题

中。文献[12]详细分析了旋转群的均值问题，并给出了优化后的计算方法。2004年，

文献[22]详细分析了由正定对称矩阵构成的张量群的均值问题，并给出了正定对称阵的

李群表示，求解了正定对称阵的均值计算公式，这对于正定对称阵应用方泛的理论具有

非常重大的意义。例如上面述及的图像协方差特征表示即为对称阵形式，2006年的文

献[25]又在此基础上进行了概括与总结，对正定对称阵的均值计算给出了完整的证明与

描述。Fiori在李群的均值计算方面也做了深入的探索㈡3·川，他从最原始的微分几何的

角度，即Fr亡chet均值理论出发，推导了几种不同矩阵李群的均值计算方法：1)．对称

正定矩阵群均值可直接在对应代数空间计算得到，这和文献[2l，25]的结果一致：2)．

特殊正交群可通过迭代算法计算，且计算结果与满足Fr6chet定理的最小值是线性关

系，这和文献[2，3]给出的结果又不谋而合。

以上是对李群在相关领域的应用进行简要介绍，下面对李群相关视觉不变特征研究

进展进行分析。
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1．3李群相关视觉不变特征研究进展

视觉不变特征一直是计算机视觉研究的方向之一。而其视觉不变研究丰要就是视觉

不变特征的研究，是牛物学和计算机视觉的基础性问题心61。计算机视觉中不变量的重要

性早在20世纪60年代就已被提出H引。最初，强调的是光度量褥性的不变性以及以此提

供了发展出边缘检测算了的动力。视觉不变特征包括颜色不变特征、形状不变特征、几

何不变特征、纹理不变特征、变换不变特征等等。

1999年，Lowe教授提出了著名的SIFT算法m1，这是一种基于尺度空间的，对图像

平移、旋转、缩放、甚至仿射变换保持不变性的图像局部特征。其丰要思想是提取局特

征，在尺度空间寻找极值点，提取位置，尺度，旋转不变量。该算法目前在军车、工业

和民用方面都得到了不同程度的应用。典型应用如：图像匹配、视频跟踪、笔记鉴定、

图像拼接、于势识别、三维建模等。虽然SIFT算法在视觉不变特征提取方面拥有非常

好的优势，仙并不完美，仍存在实时性不高、对边缘模糊的目标无法准确提取特征等缺

点。自算法问世以来，不断对其进行发展与改进，先后提出了PCA-SIFTH钔、CSIFT盯剐、

SURFml、ASIFT"73等算法。其中PCA-SIFT算法通过PCA降维，可有效化简SIFT算-了的

128维描述予，由Y．ke在2004年提出。CSIFT，即彩色尺度特征不变变换，可以针对

彩色图像进行图像的不变特征提取，由Farag在2006年提出。SURF即Speeded Up

Robust Features，被认为是SIFT的增强算法，其计算量小，运算速度快，提取的特征

点几乎与标准SIFT相同，由Bay在2006年提出。ASIFT抗反射SIFT变换，可以抵抗

强仿射情况，提取的特征点远多于SIFT算法，由J．M．Morel于2009年提出。

2005年，Navneet Oatal和Bill Triggs在文献[34]中提出了著名的HOG图像特

征。HOG特征类似于SIFT特征，作者将该算法用于识别图像中的行人，得到了非常好

的效果。Datal在2006年的博士论文m1中又对该算法进行了更为详细深入的研究，并

扩展到视频流中的人物检测。之后HOG算法被用于许多识别与检测问题中，仙同时标准

的R-HOG和C-HOG特征的计算比较耗时，因此在HOG算法的基础之上，衍牛出一些新的

算法，如文献[35]提出的LPP—HOG，用于快速行人检测；2008年，Tuzel等人在文献

[19]中采取去掉标准HOG中相邻的block之间的重叠，以此减少大量的计算开销，再利
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用李群李代数在仿射变换建模与学习中的优势，将这类HOG特征用于图像跟踪和检测，

将李群作用在跟踪图像上，构建一个运动变换空间，在该空间中计算相应的类HOG特

征，实现了高精度、实时的跟踪算法和仿射人脸识别算法，效果尤为卓越。2009年，

Mohamed等人又将HOG应用于手势跟踪¨61。

2006年，Messio Plebe利用层次的SOM自组织映射神经网络来学习同～对象在不

同视角下的不变量心”，从实验结果给出的图像中可以看出同一对象即使是在有30度至

60度的视角差异，一般的算法已很难识别时，该方法仍能学到同一视觉对象的不变特

征。同年，文献[37]也应用了类似竞争型神经网络的方法，提出“连续变换学习’’的框

架，其本质上是一种将空间上相似的模式映射到竞争学习系统中相同突触后的神经元的

工作模式，随着输入模式沿着连续变换(例如平移、旋转等)的空间中运动，活动突触

就被调整到突触后的神经元的集合上，因为相同刺激的其它变换会被先前学习的样例覆

盖，一个常规突触后神经元集合就会被新变换激活，于是在相同的突触后神经元上学习

新的活动样例就变得便利可行了，最后就完成了同一对象不同变换下的不变量的学习。

2008年，Charles等人的两篇文章啪·洲1也是应用神经网络，提出了一种层次、概率的产

牛式模型，从自然图像与视频中学习变换不变量，取得了非常好的效果。

同是2006年，由Tuzel等人首先提出了用图像的协方差矩阵作为图像不变特征

啪3，并用于图像分类与对象检测。图像的协方差矩阵计算不仅速度快，而且是一种维数

低，又能通过积分图像方式大大降低图像任意了图协方差特征的计算开销，最关键的是

能很好表征图像性质的一种视觉不变特征。由于图像协方差矩阵的这些优势，同年

Tuzel等人又将其应用于实时跟踪u州，取得了非常好的效果。随后，通过加入几何粒了

过滤¨。1，在该论文的基础上加以改进和增强，达到了更好的效果。2007年，Tuzel等人

将协方差应用于行人检测，并提出了一种新的分类方法晗3。，将该方法应用于INRIA行人

数据库．与著名的HOG特征方法。¨j进行对比，误分率明显低于后者。2008年，文献[49]

应用图像协方差特征结合AdaBoost算法提出了快速行人检测的算法框架。文献E50]则

利用协方差特征的对称特性，将有效元素托成向量后应用SVM进行场景分类。2011

年，Ando等人继续将协方差特征用于识别实况足球电视中运动员制服上的背号。

6



及应用研究 第。章引。’f

Xu Miao等人在文献[26]中提出了摹于李群理论的非监督方法用来学习视

同于传统的为了提取不变量而损失部分变换信息的方法，对不同图像中经

的同一对象进行李群仿射运动建模，并对模型中的李群变换牛成元参数使

行迭代估计。以前的摹于图像一阶泰勒级数展开式被证明为是李群方法的

用图像的基于矩阵指数泛化模型，能够处理仟意大尺度的变换。论文中的

过包含6类仿射变换的人工数据集学到的李牛成元非常符合分析预测的仿

射牛成元。同时作者还演示了该算法可以从自然图像序列中发现新的变换牛成元。所学

到的牛成元可同时被用于图像的牛成和估计，也因此提供了获取视觉不变量的一个基

础。

在视觉不变量研究中，最早也一直都保持着作为研究热点的就是图像不变矩的研

究，早在1962年，Hu就将矩不变量用于模式识别。刚。2010年，Gianfranco Doretto等

人提出了一种新的视觉不变特征，即区域矩¨剐，与上文指出的区域协方差特征进行了全

面的比较，除区域矩是欧氏空间的特征，可以使用传统欧氏几何中的线性分类器，而无

需做相对较大的开销用于计算测地线距离外，在航拍视频的小图像检测的实验中分别在

质量、数量上也优于后者，也是一种计算快速，抗平移和旋转不变性好，可以被广泛推

广到其他应用中去的视觉不变特征。

1．4问题的提出

显然，李群在处理变换问题具有先天优势。例如，图形图像变换中最为常见的6种

二维仿射变换矩阵可以构成仿射群A(2)，图形图像在二维空间中的旋转变换矩阵可以

构成二维特殊正交群S0(2)，三维空间的旋转变换矩阵可以构成so(3)，物理、图像和

信号处理中应用广泛的协方差矩阵可以构成n维对称正定矩阵群Sym+∽)，以及最为常

见的刀维实空间R“，甩维酉群U(n)以及特殊酉群SU(n)。其它常用的还有趾(以)、

GL(n)、Sp(n)等。由此可见，李群学习方法在视觉不变特征的研究领域的应用越来越

广，但仍存在下述许多问题。
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视觉不变特征方面具有代表性的SIFT、HOG、Region Covariance、Region Moment

等算法虽然取得了长足进展，tu．和人类视觉特征相比还有相当大的差距。近年来李群尽

管也在这个领域发挥过作用，fu总体还有许多问题要做，例如：

文献[2，3，9，10，20]提取李群特征作为训练及测试样本，tu其相应的算法本质上是将

这些样本嵌入到线性欧氏空间中进行处理。而应用李群学习模型进行处理的研究中，其

所处理的特征往往又不是李群样本¨t毛蚨¨·憎1，而是亮度、HOG等各种特征，这并不是说这

些特征不好，而足引发了一个问题：如果采用了李群作为学习算法的理论，如果能同时

处理李群的样本，是否更加合理，并且也可以更好得发挥李群作为学习算法的优势呢?

不论是图像的区域协方差特征比们还是HOG特征。川都属于统计特征，而统计特征是对

出现的训练样本集使用统计的方法进行分布规律的估计盯川或是求MAP订⋯，如果训练样本

集比较稀疏或分布不均，不能表示样本的分布规律，那么统计方法也将失去用武之地。

而文献[27，28，37，38]通过神经网络来训练视觉不变量，学习到的不变量需要一个复杂

的网络来表示，没有统一的数学形式，因此如果想对学习到的不变特征用于其他用途可

能会受到一定的限制。

文献[10]提出了一种对二维图像的点云构造李群的算法，应用此方法可以对仟何二

维图像进行图像特征李群化，但普通图像使用该方法进行点采样来构造李群，效率非常

低，而且如果采样点没有覆盖有效的图像区域或过于稀疏，该李群特征势必不能很好表

达图像所具有的用与其它图像判别的性质。

仿射李群A(2)包括了6种基本变换，tu并不能处理透视变换，因此基于仿射变换

的研究h·5’。0·15·M州只能处理不具有透视效果或弱透视的问题。而视觉信息的采集，尤其

是图像、照片等往往包含透视效果。

1．5本文内容安排

本文重点分析李群学习算法，从李群均值学习的理论及其在视觉不变特征中的应用

两个侧重点来详细分析和探讨。 全文的丰要内容安排如下：
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并分析了最近李群学习算法以及视觉不变特征的研究现状，并

较，对它们的优缺点作了简要的概括，针对这些算法的特点，

理论及学习算法。介绍矩阵群的相关概念，给出矩阵群相关学

习算法，并通过实例，分析了矩阵群学习算法的性能。

第三章，李群学习相关理论。在第二章的基础上，将矩阵群上升为矩阵李群，先介

绍矩阵李群的相关理论基础，介绍常见常用的各矩阵李群，并给出这些矩阵李群的理论

性质，分析这些李群高斯分布的形式和性质。再对几种常用的李群学习算法进行理论上

的详细分析，最后通过实验来验证算法的性能与相关指标

第四章，李群均值相关学习算法及应用。本章首先对样本集的内均值与外均值作了

详细的分析。根据欧氏空间中的Fisher向量投影思想，探索了李群流形空间中的测地

线投影问题，并基于李群均值计算算法，设计实现了两个Lie-Fisher算法。

第五章，李群核算法研究及应用。本章将结合核方法，对KFDA和SVM算法进行深

入解析，并结合矩阵李群理论，推导设计了基于李群矩阵样本的核函数，进一步设计实

现李群核KLieDA算法。

第六章，实例应用。本章将对文中设计的算法应用于几何形状分类与手写体分类的

实例中。本章中还设计了一个手写体李群特征提取方法。通过大量的实验图表，验证了

两个Lie—Fisher算法以及基于李群核的KLieDA和SVM算法的优良性能。并进一步分析

了于写体的协方差特征蕴含的偏向于线性可分的特性。

第七章，总结与展望。这一章将对全文进行总结，并对李群在视觉不变特征中的理

论与应用的研究进行展望。
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第二章 矩阵群学习算法

本章将讨论矩阵群的相关理论，并分析基于矩阵群学习算法的相关技术。矩阵群是

矩阵李群的理论基础，更是矩阵李群均值学习算法的关键内容，内容安排如下：2．1节

介绍矩阵群相关基本概念，包括相关定义、度量空间以及实例。2．2节介绍矩阵群学习

算法，设计了基于矩阵样本的KNN和K-means算法。2．3节应用2．’2节的算法进行实

验，为了数据可视化，样本采用2维矩阵。2．4节为本章小结。

2．1相关基本概念

如果k表示一个(交换)域。在绝大多数情况下，我们关心的这个域为k=R(实

数)或k=C(复数)。本文只涉及实数域，即k=R。别外，在一般的机器学习问题的

框架下，往往会使框架配上合适的范数，因此本节也会对矩阵范数作简单的讨论，这将

在2．1．2节作介绍。

2．1．1矩阵群的定义

命M。一(七)为m×，l的矩阵，其每一个元素都属于七。用AU或％表示m×九阶矩阵中

的第(f，_『)个元素，于是可以写成：

川俨B：]
我们也可以使用特殊的表示方法：M。(k)--M。一(Ji：)， k“=Mn．1(七)。M，埘(Ii：)是一个

足一向量空间，该空间附带矩阵的加法与标量乘法。零向量表示为D婀^，即为一个m×n

cE”，驴=屯颤={毛譬歹2&
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构成了M。．。(七)的一组摹，因此，足一向量空间的维数是：

dim^M舢(足)=mR

当九=l时，将k”=M¨(足)的标准摹向量表示为：

er=E¨ (r=l，⋯，m)

一旦把问题限定在维数为n2的七一向量空间中，那么M。(七)就是一个代数环，该环

具有两个分别为矩阵加法与方阵乘法的运算，并且有零元Q=q埘，以n X n阶单位矩

阵，。为幺元，除非n=l，否则M。(七)是不可交换的。M。(七)也是有限维k一代数的一个

重要的实例。

在矩阵论中，矩阵行列式是一个映射det：M。(J||：)一k，它拥有如下几个性质：

(1)对仟意A，B∈M。(足)，有det(AB)=detA det B。

(2)det(1。)=l。

(3)当且仅当A∈M。(七)，detA≠O时，A是可逆的。

下面给出两个非常重要的矩阵群，即一般线性群GL(J||：)：

GL。(七)=lA∈M。(七)：detA≠0l

以及特殊线性群SL。(足)：

SLn(七)=IA∈M。(七)：detA=1}∈GL。(七)

集合吼。(七)和集合SL。(足)，在矩阵乘法下构成群，更近一步，有乩。(忌)≤GL。(七)，

即瓯(七)是GL(七)的一个了群。

本文在后述应用中的矩阵群都是Gb(J|c：)的了群，而且是GL。(j5c)的了群。

2．1．2矩阵群度量空间

在本节，我们将在M。(|i：)上定义一个范数⋯l。值得注意的是，我们选择一个具体的

范数丰要是为了乘法性质的便利性。实际上，其它任何一个向量空间的范数都将在

M。(七)上给定一个等价的度量拓扑。M。(Ji：)上具很多有价值的范数，详细内容可以参考

文献[45]。

l l
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度量中最基本的一个要素是空间中向量的长度，定义一个向量x=【JI'．一，‘】丁∈七”长

度为：

卅：俪研 (2．1)

这是向量空间k”中众多范数中的一个可选范数。对于任意A∈M。(七)，考虑如下集

有了集：

如果X≠0，有：

瓯={督m础”)

戳={|刮：z∈七”，I卅=1)∈瓯

学：⋯H P一’

其中x’=(1／H)工，t觚tlxl=1。了集{x∈七“：H=1)冬七”是封闭且有界的，因此也

是紧致的，那么实值函数：

扛∈七“：IxI=1)一尺；X t-"专lAxl

是有界的，可得其上确界为：

sup瓯=sup瓯=max瓯,-max瓯

这意味着定义了如下实数：

IA|L=max瓯=max瓯

此处的范数0 0：M。(七)一R被称为M。(足)上的操作或上确界范数。更一般的足一代数

上范数的相关内容可参考文献[44]的定义4．3l。

矩阵空间中的范数有很多，但不是任意一个M。(忌)j尺映射都能被用作范数，因为

映射0 II'M。(七)斗尺必须满足下列性质：

12
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。(足)，那么II'AIl=l：lllAIl。

七)，那钏AB0<㈣A㈣B。

(七)，JJ|j／z,I A+B HIA+lib0。

，那么I阻：I=0当且仅当A=0。

泛的范数是HiIbert—Schmidt范数，它在欧氏空间也叫做

㈣Ia F= (2．2)

很明显，Frobenius范数满足上述5条性质。以后不导致含意混淆，就用0刮代替

IIallF。关于范数理论的其它内容可以参考文献[44，45]。

2．1．3矩阵群实例

一个群G≤G■(足)同时也是七一矩阵群，为了方便，通常称G为G乙(七)的了群。在

介绍矩阵群的一些常见的实例之前，我们先来看看它们的一些性质。

(1)若G s GL(七)是一个矩阵了群，那么封闭了群日≤G是G■(七)的一个矩阵．了

群。

(2)若G是一个矩阵了群，如果有H≤K，K≤G，那么H是一个G的矩阵了

群。

以上性质的证明从略，具体参考文献[44]第16页。

给定一个矩阵了群G s G匕(七)，限制G■(足)上的行列式为如下映射：

detG：G寸七‘；detGA=dotAU ’ U

不导致理解上的歧义，以后均用det代替detG，detG是一个连续的群同态。当k=R

时，约定：

13
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R+={f∈R：f>o)，尺一={f∈R：f<o)，R‘=尺+u尺一

注意到这里R+是G厶(尺)=R’的一个了群，且是个开集，而R一也是个开集，因此

尺+和R一是闭开了集，也就是封闭的开集。对于G≤G己(足)，有

det))R+=G[qdet一1 R+v

以及

G=det：I R+UdetIl R一一 U

因此G是以下两个闭开了集的非交并集：

G+=detIl R+，G一=det：R—
U ’ U

由于I。∈G+=detIl R+，因此G+将永不为空。确实，G+是G的一个封闭了集，也

因此是G■(尺)的一个矩阵了群。当G一≠a，空间G是非连通的，这是因为它是两个不

相交了集的并集。当G一=o，G=G+时，可能连通也可能不连通。

本文研究的矩阵群及涉及到的数学域都是实数域，即k=R。这在本节开始已经有

说明，于是下面的符号中将不再出现域描述符k，默认域为实数域R。经此约定后，可

使符号简化以便理解：去掉域符号k，再将维数符号九移到原k的位置。例如用GL(n)

代替原符号GL(R)，用M(m，n)代替M。。(尺)，用M(n)代替M。(尺)。

2．1．3．1正交群O(n)、特殊正交群SO(n)

一个n×九矩阵A是正交矩阵，当其每一列向量是标准正交的，即：

∑^A膻=以，l≤_『，k≤n
，=I

这里的甄称作Kronecker delta，当_『=k时颤=l，j『≠k时靠=o。另一种描述

是：当A能保持内积时是正交阵，即对于尺叫}l所有的向量J和Y，有(工，y)=(触，匆)，

尖括号表示向量内积，即(工，y)-X。‘)’。。另一个定义可能更加直接一点：ArA=，，

即Ar=A一。

14
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，当A是正交矩阵时，可得det(ArA-1)=det(A)2=detI=1。因

，有det A=±l。

矩阵一定是可逆矩阵。于是，对正交矩阵A有：

(A-Ix,一y)=(A(A-Ix)，A(A一)，))=(x，Y)
更进一步，两个正交矩阵的积也是正交的，即两个正交阵A和J5i的内积AB足正交

阵。那么，所有n×n正交矩阵集合将构成一个群，即正交群O(n)，它是GL(n)的一个

予群。

所有n×门阶并且行列式值为1的正交矩阵集合构成特殊正交群SO(n)，它是D(凡)

的了群，因此也是GL(n)的了群。从几何的角度来看，O(n)的元素要么是旋转变换，

要么是旋转和反射两种变换的合成，而SO(n)的元素只有旋转。

2．1．3．2酉群U(n)、特殊酉群SU(n)

一个n×n复矩阵A是酉矩阵，当其每一列向量是标准正交的，即：

∑研披=颤，l<j，k<n

与2．1．3．1小节同理，当A能保持内积时是酉矩阵。对于C”中所有的向量工和

Y，有(工，y)=(触，缈)，尖括号表示向量内积，aP(x,y)=∑。‘y。。另一个定义可能更

加直接一点：A‘A=，，即A’=A～，这里的A’是A的伴随矩阵：(A’)肚=～。

由于det A‘=det A，当A是酉矩阵时，有det(A’A)=Jdet a12=det，=l。因此，对所

有的正交矩阵，：l旨]det州=1。

这说明，任何一个酉矩阵均是可逆的。与正交群类似，所有n×n酉矩阵构成酉群

U(n)，它是GL(n；C)的了群。

15
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所有，l×n阶并且行列式值为1的酉矩阵集合构成特殊酉群SU(n)，一个酉矩阵对

任意的秒有行列式值e毋，因此相比SO(n)对D(门)的关系，SU(n)是比U(，1)更小的．了

集。

2．1．3．3对称群Sym(n)、对称正定群Sym+(n)

一个，l×n矩阵A是对称矩阵，当其是下列集合中的元素：

Sym(九)={A∈M(n)；A=A 7’)
而一个n×九矩阵A是正定对称矩阵，当且仅当它既是对称矩阵又是正定矩阵：

Sym+(n)={A∈$m(n)；A>0)

按照普通的矩阵乘法规则，Sym(n)可以构成向量空间，而$m+(n)只能张成一个流

形空间，却不能构成向量空间，而且在常规矩阵乘法下不具有群结构。文献[25]指出，

只要在上述集合上构建一种新的运算：

^O^=exp(109(^)+log(4)) (2．3)

便可构成一个群($m+，o)，而且是李群，其中exp和log为矩阵的指数运算和对数

运算，在李群理论中，分别被称为指数映射与对数映射，将在后面章节介绍。

上面辛要介绍了几个常见的矩阵群，其中的D(玎)、SO(n)、U(n)、SU(n)都足李

群，Sym+(力)在附加了新的矩阵运算后也可以构成李群，详细的证明可以参考文献[43]

和『25]。

2．2矩阵群学习算法

上节介绍了矩阵群的基本概念和矩阵群空间度量相关的知识，本节将在此基础上构

造基于矩阵群向量空间的KNN算法及K-means算法。

肘。』(七)是一个七一向量空间，该空间附带矩阵加法与标量乘法，对该向量空间附加

一个度量算了：以A，曰)，其中A，B∈M。．(七)，该度量算予满足范数映射的5条性质。

16
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达形式视具体情和具体的矩阵群而定，在2．3节我们会有实例分析进行演

成的空间中有了度量就有了距离，对某一具体问题，只要使用的度量合

用这个度量来解决很多问题。作为机器学习问题中最基础的分类与聚类算

们扩展到矩阵群空间中，对两个矩阵在空间中的距离用相关度量来表示。

算法2一l：基于矩阵群的怂N算法

输入：已知c个类别的n个矩阵样本{‘}：，以及m个未知类别的样本{yf)_，近邻

个数七。

输出：未知样本集{咒)_中每一个样本的具体类别。

过程：

1．按某一取法从m个未知类别的样本集中取一样本Y，。

2．计算咒与{五)?所有样本之间的度量厦yi，_)。

3．按第2步得到的度量丁f．序排列，取前足个最小的度量对应的{‘)：。

4．取{Xi)：中所属类别样本个数最多的类别，赋于样本M。

5．重复以上步骤，直至处理完每一个未知类别样本集{M)_中的样本。

上面的算法2-1给出了矩阵群空间的KNN算法，矩阵群空间的K-means算法由算法

2-2给出。

算法2-1和算法2—2的思想利用了矩阵群的理论，方便地把传统向量空间的算法扩

展到矩阵群空间中，利用这个思路，还可以构造更多矩阵样本集的算法。从时间复杂度

和空间复杂来看，也并没有增加额外的开销。

17
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算法2—2：基于矩阵群的K-means算法

输入：矩阵样本集{玉)：，以及类别数足

输出：样本集{‘}?中每个样本的类别归属

过程：

1．在样本集对应的矩阵空间中随机生成k个样本中心{z；)：，其中z的下标表示第
．J『轮迭代，上标取值为l，．．．，n，表示第f个中心。

2．取样本集{‘)：中一样本葺到每个样本中心{z；)：的距离从‘，z，)。

3．根据第2步得到的七个距离{z；}：，选最短距离的中心为‘的类别。

4．重复2"--3步，直至处理完{‘)：中每一个样本。

5．跟据上述步骤得到样本集{玉)?的类别归属，重新计算每类中心{z00：。

6．如果{zj+．)：和{zj)：中对应的每个中心都相等，则算法终止，不然重复1～5
彤。

2．3实例分析

这部分将通过几个实例来演示2．2节中两个算法的简单应用。第一个实验是将KNN

算法应用于矩阵样本的分类问题，第二个实验是将K-means算法应用于矩阵样本的聚类

问题。

2．3．1 KNN矩阵样本分类

首先人工生成3类矩阵样本集，每类样本都是二维高斯分布下的随机样本，只是每

类高斯样本的均值不同，于是样本是肘(1，2)矩阵群的了集。下面是二个维度上各均值

分别取(0，O)、 (4，4)、 (2，2．5)，方差均取盯2=l，且每类样本各200个，一

18



图2一1． 3个均值为(0，0)，(2，2．5)，(4，4)的_维高斯分布样本集，分别用3种／fi同符号和颜

色表示，每个类别的样本个数均为100。

图2—2． 对3类与图2一l同样参数配置下生成的_维高斯分布样本集采用5一NN分类结果，错

误分类的样本用小圆圈圈出。
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接下来，我们对300个测试样本执行算法卜1的过程。其中，参数取k=5，而用

于度量的范数取p(A，B)=IIA一叫lF，A，B eM(1，2)，在对测试样本执行结果见图卜2。图

中为了对测试样本的类别归属情况看得更清楚，对训练样本不作显示，只显示测试样

本，对于分类错误的样本用黑色小圆圈标记出来。

本实验里的样本属于M(1，2)矩阵群的了集，其所在空间是尺2，这是典型的向量空

间。同样的方法我们还可以用于任意维数的矩阵群，这些矩阵群所构成的空间不一定是

向量空间，可能是非线性的流形空间，而线性向量空间在理论上是流线空间的一种特殊

情况。因此，本文将重点放在适应性更广的非线性流形空间上。

2．3．2 K-means矩阵样本聚类

为了使矩阵样本数据的可视化，对K-means的矩阵聚类实验，仍采用二维M(1，2)

群的矩阵7群样本，实验使用算法2—2对M(1，2)矩阵群进行聚类。

算法2-2中的样本集{Xi)：被实例化为M(I，2)矩阵群，矩阵群空间的度量函数仍采

用p(A，J51)=lla-圳F，A，B∈M(1，2)，对于初始均值也随机取样于M(1，2)空间。对于聚

为一类的新样本集均值采用其所在线性空间的线性均值空间的计算公式：

∥：三壹Xi (2．4‘)∥2一己 L z．’

n百

其中‘∈{‘}?‘，n，表示第c类的样本数。因为M(I，2)群所在空间为线性空间，因

此采用式(2．4)是合适的。

实验首先牛成不同均值的二维高斯分布M(i，2)样本500个，分布形状为字母‘w’

型，然后对这500个样本进行分别k=l，2，3类的聚类。从实验结果图2—3中看出聚类

的结果是符合样本在空间中的分布状态的，即保持同类聚集在一起。
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图2—3． (a)为500个‘w’犁原始样本的分布情况。(b)～(d)为对(a)的原始样本分别采用

k=l，2，3的聚类结果。

当实际样本分布空间不是向量空间，而是流形空间时，只需针对该流形空间的样

本，设计新的度量函数P，就可以将算法应用在具体问题中。另外，以往大部分学习算

法中的特征向量表示为MO，n)形式，是M(m，n)的特征情况，这说明矩阵群学习算法在

理论上包含了向量学习算法。而且矩阵在结构上拥有行和列双向结构，比向量的单向结

构能表示更多的信息，Wang等人已在矩阵样本集上作了一些研究工作啪1，文献[30]将

PCA与FDA算法扩展到了矩阵样本上。

2l
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2．4本章小结

本章第一小节讨论矩阵群的相关理论并介绍了几个常用矩阵群。第二节以矩阵群为

理论基础，给出了矩阵群的两个学习算法，分别是监督学习KNN和非监督学习K-means

算法。第三小节对第二小节的两个算法分别给出了实例。

由于矩阵群的数学理论非常庞大，本章只对最基本的矩阵群定义和定理作了介绍，

而且本文丰要讨论的是它的一个予集，即李群。详细的李群理论及相关算法将在下一章

进行介绍，在2．1．3节最后部分我们介绍了对称正定矩阵，该矩阵集在普通矩阵乘法下

不具有群结构，但在附加了一个特殊运算后，构成李群($朋+，o)。



第二章李群学爿丰1I火理论

矩阵群的例了，目的是

矩阵李群的相关理论基

阵李群的例子，给出这

些矩阵李群的理论性质。3．3节分析了几个常用李群在高斯分布下的密度函数形式，并

讨论了它们在高斯分布下以最大似然估计来计算均值和方差的方法。3．4给出李群均值

计算算法。3．5节为本章小结。

3．1 李群

李群是一种特殊的群结构，满足以下条件的G被称为李群：

(i)G是一个拓扑群。

(ii)G是一个微分流形。

(i i i)G的群运算及其逆运算是可微的，即：G×G寸G：(X，y)H Xy，以及逆映

射G专G：X H X‘1是可微的，其中(X，Y eG)。

在李群G的单位元P处的切空间ra构成一个向量空间，称为李代数g。其上定义

了一个二元运算符：[·，·]：g×g—g，称为李括号，符合以下条件：

(i)双线性：【AX+py，Z]--Z[X，Z】+p【】，，Z】 (V允，JLl∈G；VX，y，Z∈g)。

(ii)【X，加=0，啊∈g。

(iii)雅可比(Jacobi)恒等式成立，即：

【X，【y，Z】】+【y，【Z，X】】+【Z，【X，y】】=0(VX，Y，Z∈g)。

李群作为流形，其内任意两个元素之间的距离可通过连接这两个元素的测地曲线的

长度来度量。从单位元出发，沿X∈g方向存在唯一的一条测地线。

矩阵李群作为一种特殊的李群还具有其他一些特性。例如设Gc GL(n，R)，G的李

代数就是单位矩阵，处的切空间，并且李括号满足【X，F】=XY一Ⅸ。
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指数映射是李群中另一个重费的理论，定义exp：g_G：
’

Px：争!xn (3．1)Px=y二xn (．1)
磊n!

它将李代数元素映射到李群中的元素。对于任意，l×九阶矩阵X和y，指数映射拥

有以下性质：

1．eo=I。

2．(Px)’=Px‘。

3．如果X-I存在，贝,lJE(ex)～=P一。

4．对于任意复数口，∥，有e‘口+声’x=eaXe雕。

5．如果Xy=Ⅸ，那么有ex+’=eXey=erex。

6．如果矩阵A可逆，则PAXA～：APxA～。

7． 1IPx 0≤P“x。。

以及对数映射log：

崦c炉喜半c川，“ ㈣2，

将李群中的元素映射到切空间。它有以下几个重要的性质：

1．对于所有满足lIx一川<l的矩阵x，有P’09‘x’=x。

2．对于所有满足|fxlI<1092，lpx一，|f<l的矩阵x，log(ex)=X。
因为李群是一个微分流形，那么李群中仟意两个元素之间存在测地线。任意两个元

素X。和X2之间最短的一条测地线的距离被定义为：

d(X．，X：)=l|log(xilX：)II (3．3)

其中⋯是Frobenius范数，即上一章中的(2．2)式。矩阵李群的Baker—

Camlabel 1一Hausdorff(BCH)公式：
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一个元素X可表示为以下形式：

) ÷

卜“J ‘3·4)

邻域内的任何

№怖⋯双冲xp(豁I) @5，

‘ 在矩阵李群的框架下， (3．5)式中的瓦，瓦，⋯，瓦就是李群的牛成元矩阵，并有

【Xl,X2】_而而一X2Xl。

GL(n)的单参数了群是一个映射f：尺专GL(n)，它满足以下3个条件：

I．f是连续的。

2．f(O)=I。

3．f(t+S)=f(t)f(s)，对于任意f，s∈R均成立。

下面从微分几何的角度分析李群和李代数之间的关系。如果G是一个矩阵李群，

G的李代数表示为g，它是所有满足eⅨ∈G，t∈J5c的矩阵X的集合，而eⅨ是李群G的

一个单参数了群，是在G的流形上的一条沿X方向的光滑曲线。现在，在任一李群元

素etx处对f求导可得：导，：Xe,x：∥x，特别的，有导P戊I ：x，根据指数映射的
班 班 I r-o

第一条性质eo=，，因此对于属于仟意李群G的元素eⅨ，当t时，X可覆盖G对应的李

代数g中的每一元素，这说明李代数g是李群在单位元外的切空间。

对之与应的，如果G c GL(n)是z--个矩阵李群，对应的李代数为g，那么矩阵X在

g内当且仅当在流形肘∽)内存在一条光滑曲线y，使得：1)厂(f)对于所有的t都在G

内；2)y(o)=I；3)dyIdtIrlo=x。因此，g是G在单位元处的切空间。



第二章 李群学爿村j艾理论 李群均值学爿算法及廊用研究

该命题的证明如下：如果X是g中的元素，命7(f)=exp(tX)，并有y(O)=，以及

dr latl『-o=X，那么，对于所有足够小的f，log(y(t))在tt内。现在g足M(，1)的实了空

间，因此也是M(，1)的拓扑闭了集，于是

：lim—log(y(—h))-0
h--*O h

t--q)

也在g内，并有

l。g(y(f))：(厂(r)一，)一!兰垒乒+!兰垒毛i!￡+⋯。
然后对上式两侧执行微分操作。右侧微分后的结果除了第一项，其他所有项均为

0。例如第二项求导后得一去[(砂／出)(／(f)一，)+(7(f)一O(dr／dO]，当f=o时该式为

0，因此我们得到

剖dt f矧dt·I．． 1．!n 。o

这样就从微分几何的角度证明了g是G在单位元处的切空间。

3．2矩阵李群实例

在上一章已知GL(n)、D(n)、SO(n)、U(n)、SU(n)、Sym+(n)等矩阵群同时也构

成李群。GL(n)在单位元处的切空间，即李代数g【(以)=LGL(刀)=M(九)，另外GL(n)的

流形结构是n2的。本节从矩阵李群和李代数的角度介绍几个常用矩阵李群。

(1)仿射群够∽)

n维仿射群定义：

蜘，=忙弘删吐Ⅲ”)<吼⋯-，
很明显，它是GL伽+1)的封闭了群，其维数为力2+n。令工∈彤，(J，1)r∈F”，那

么通过下式：
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㈥A㈦=一) ㈣6，

运算钐(n)，该运算在R”上定义了一个变换：xH Ax+t，这

其相关的几何称为仿射几何。

够(九)对应的李代数aff(，1)是如下结构：

。ttc门，={(苫 占]：u∈gtc甩，，y∈R”)
在视觉不变研究中应用最多的仿射群是Af(2)，它能表示二维图像的四种仿射变

的李代数工具，能较好应用于跟踪或检测等问题。Aft(2)的几何结构是一个6维流形，

作为群结构，它的李代数向量空间nff(2)有6个基向量，即6个牛成元：

五=[三三墨]，互=[兰三兰]，五=[三言三]
瓦=[§三三]，瓦=[§丢蚤]，瓦=[三墨三]

(3．5)式可构造Aft(2)中的任意元素，这对于学习问题中训练样本的构造提供了一个

Af(n)--样，在R2中，SO(2)定义了一种运算，和Aft(n)不同的是，前者结合了多种变
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似2，： 瓦=(：11)
SO(3)是定义在R3上的运算，单从变换种类来说，也是单一的旋转。几何结构是3

维流形，李代数50(3)是3维实向量空间，它有3个基向量：

覃o(3)： 互=

0 —1 0

1 0 0

0 0 0

f，0
瓦=l 0

，
‘

Ll

0—1、
1

0 0 l
I’

0 0 1

f，0
五=1 0

L0

0 0)
1
0-1 I
l 0 j

很明显，50(2)和so(3)的基向量都是反对称矩阵，因此由这些基向量线性组合构成

的仟何元素也都是反对称矩阵。通常对50(2)和声o(3)元素有一种直观的表示方式，即：

叫2，：舻(吕升 州3，：A=

0 一巧 吻

巧0 一吩

--1,'2 '，3
0

对于任意与o(2)和毒o(3)的元素，相应的0∈【o，2：r)，以及’，=(’，。，V2，V3)eR3，这里的

秒即表示平面R2中旋转的角度。对于30旋转，单位向量可=’，／¨V|I是旋转轴，绕此轴旋

转的角度为MIo

毒o(2)的指数映射exp(如)=％，R是参数为p的R2平面内绕原点旋转的二维旋转

矩阵，表示为：

忍=∞若]
ao(3)的指数映射可以表示为：

f，3' 口=0

ex似A·卜卜了sinO”丁1-cos0心锤(o’万)
其中，秒=√j1职凡TA)=IHI，取值为【o，万)区间。矩阵x∈sD(3)的对数映射是

ao(3)中的一个元素，可表示为：
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f0，

109Ⅸ卜1志(一、【2sin汐V‘
“，’

口=0

叫∈(o，71")

其中，臼满足fr(X)=2cos+l。

另外还可以发现蓐o(3)的摹向量瓦等于aff(2)的摹向量瓦，这里基向量的顺序编号

并不重要，以及50(2)的摹是这该摹向量瓦的左上2×2了矩阵，这说明仿射变换中包含

旋转变换的成份，而且no(3)的摹向量瓦除了左上so(2)的．了阵外，其余位置为0，也说

明了S0(3)包含平面旋转，即尺2旋转的成份。

(3)SU(，1)和SU(2)

将尺”中的点积扩展到C”，有：

足：

当：

其中工=(x．⋯‘)r，y=()，。⋯yn)r，这里点运算·不是复一线性的，似对于“，’，∈c满

(姒)．(vy)=uv(x．)，)

该点积允许我们用下式来定义复向量的长度：

l卅=仄
由于工．工是一个非负实数，只当X=0为0。那么矩阵A∈M。(C)是一个酉阵当且仅

Ax·Ay=工·Y(工，Y EC“)

SU(2)的李代数与u(2)和骞o(3)一样，都是3维实向量空间，它有下面3个摹向量：

的李括号有以下性质

与uc2，：瓦=圭(。i三]．L=i1(三01)，瓦=互1(?丢)
量u(2)的李括号有以下性质：

劢
。∑蹦

lIy石
=
yX
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【瓦，瓦】=瓦。【瓦，L】=瓦，it,，夏】=瓦

(4)R‘、C’、S1、R和R”

还有一些重要的群并不足纯粹的矩阵结构。例如基于乘法的非零实数集的R+群同

构于GL(n)，因此j5c’是～个矩阵李群。类似的，基于乘法的非零实数集的C’群同构于

GL。(C)。绝对值为I的复数的群S1同构于U(1)。

在加法运算下的尺群通过映射x一(P。)同构于GL(1)+，后者是lxl阶正定实矩阵。

R”群(基于向量加法)通过下面的映射同构于只含有正对角元素的实对角矩阵：

㈣⋯川·p斗
3．3李群上的高斯分布

本节分析几个常用李群在流彤结构上的商斯分布，复杂李群的商鼽分布口J参考文献

[73]。

一个均值为单位元的李群，其高斯分布是定义在局部舭标上的热方程的解：

警=Ⅳ珊(grad(f))

叫(茄一庀等)
其中，g可是黎曼度量的逆，e是Christoffel符号瞄¨，那么R“的高斯分布的密度

函数为： m，=丽1唧(一华) ㈣7，

卜式即为热方稗在R“中的解。



李群学爿卡|l火列!论

为：

I

丘_frI‘]．'
＼flI ／ 如昙喜(109(班l。g(丘))2

的热方程的解

(3．8)

最大似然估计

这里的应为几何均值，也就是R+中测地线距离平方和最小的点，即∑log(∥一‘‘)2
i=1

最小的点。

3．3．2 SO(2)的高斯分布

⋯⋯ |／ ．尸j1．i卞卜．
’ ．．J

、—_—，／

|

≮
图3—1．左侧为【一万，万】周期内的热方程的解，右侧为单位圆上盯分别为1，0．5以及0．25时
的wrapped Gaussian。

so(2)的参数是旋转角度口∈【o，2万)。因为sD(2)通过映射口H∥同构于S1，于是

SO(2)_E均值和方差分别为∥和仃的高斯分布为：

3l
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p㈣=志薹唧(-掣] ㈣9，

(3．9)式即为在为『一万，万】周期内的热方程的解，也通常被称为“wrapped

Gaussian”，如图3—1所示。

现在来推导均值和方差的最大似然估计。给独立且同为(3．9)式分布的样本集

岛∈【o，2万)，i=l，⋯，n，我们先假定盯=1，得到均值的最大似然估计为：

肛a坤rgm圳axIHl击重唧(-掣) ㈣㈨

注意到二次指数函数是偶函数，于是它的导函数为奇函数，并且对于固定的k有：

杀唧(一掣)=一杀唧(一半
詹=嚼蹄冉击唧(-嘲 ㈣⋯

(3．11)式耳IJ为高斯分布下s。(2)的均值的最大似然方程。于是有应=丢喜倪。因

№；矾仆扣(击)礼g(薹唧(一趔2a2)1)

昙=一詈+：≥喜c2一丘，2+三【一喜(主至≤||三三三i三三崭]
32
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上式第三项虽收敛，但不产牛一个封闭形式的解。依据文献[52]可知，wrapped

Gaussian密度函数，即(3．9)式当仃2≤2z近似于和式中k：0的项，这符合图像处理

问题中对角度的约束，于是我们对上式只保留k=0的项，这样就有：

芸_n+去or喜(㈣)2一=一一+一，IH一，，l—
oo 0 ’=。

令上式等于0，解出盯，得到近似方差的最大似然估计为：

舀2=圭∑(e一应)2 (3．12)
n。i⋯。7 。=1

3．3．3 S0(3)的高斯分布

与SO(2)类似，我们使用对数映射在S0(3)上定义一个均值为∥的wrapped

Gaussian分布。需要说明的一点是，密度函数没有必要是SO(3)上热方程的解。令

““)=O(109(／t—x))e R3，其中m：骞o(3)一R3，①(A，)=’，是一个标准同构。命

厅o)=“(工)／I虹(工朴依据(3．9)式，SO(3)的wrapped Gaussian密度函数为：

m，2南薹唧(一(u(x)-2k椰，1"Z_I似小2腩㈤))@㈦
其中协方差结构定义为李代数eo(3)上的平方形式，表示为3x 3的协方差矩阵∑。

给定独立且同为(3．13)分布的样本集工l'．一，an eSO(3)，下面推导最大似然估计下

的均值和方差。针对均值，不失一般性，可以假设协方差是单位矩阵。联合密度由积密

度给定：

pc～一川=I：l南茎唧(一l lu(xt)-2k酬12) 慨⋯

注意到S0(3)的测地线同构于SO(2)，并且密度函数(3．13)式约束一条测地线到

SO(2)上的wrapped Gaussian。现在可以使用与上-d,节相同的假设来表示消去和式中

相应项后的导函数。最大化p(肛jrl，⋯，‘)等价于寻找(3．15)式的p：

33
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p=翟笋冉高唧㈦酬12) ㈣㈣

对上式求对数后，得最大似然估计的均值：

五=嘲警窆㈣。g(,u-lxi)1f (3．16)

声6SD《3)扭l”

上式中的Ip(1。g(∥-Ixi))|I是∥到工的黎曼距离。因此，均值的最大似然估计也是到
所有样本点的测地线距离平方和最小的点，也就是SO(3)的内均值。

类似于SO(2)的情况，假定方差足够小，即五≤2z，这里的A是∑的特征值。使用

与上--d,节相同的假设，近似方差的最大似然估计为：

主=昙喜①(1。g(∥‘))①(109(p。1‘))r (3．⋯

3．4李群内均值计算

图3-2．图中左侧表示流形S1上的内均值∥，符数据点到∥的距离足何于S1上测地线距离

(曲线长)，所得的内均值也何于S1上。右侧是直接计算欧氏距离所得的’r均．该计算得到的,uuq

做外均值(extrinsic mean)，，。般／fi在流形上，如右侧的∥位于R2内，而不足S1上。
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在R4中，n个数据点集∽l：e R4的平均量可以通过(2．4)式计算得到。其中，样

本‘可以是向量或矩阵，所得的∥能保持与{工，}?中每一个点的欧氏距离平方总和最小，

即∥可以表示为：

胪argm．in副J一玉02 (3．18)

由于通常一个d维流形M4并不是一个向量空间，因此欧氏距离并不能代表流形上

两点之间的实际距离，所以(3．18)式不能直接用于流形上，其结果如图3-2所示。然

而，由于d维流形M4局部同胚于R4，因此在Md的局部领域内，可以寻找一个同胚映

射①：Md寸Rd，将Md的局部嵌入到Rd，这样仍可应用(3．18)式计算得到在R。中

的心： ‰=arg m。in∑lI①(J)一①(‘)02，同时需要再定义一个映射万：Rd—M4：
JEM。 i-I

∥=万(心)将‰映射回M4上。省去‰，可得计算公式：

∥=万argnfin割蛳，叫讲) ㈣⋯

在实际情况中，为Md寻找合适的①和万两个映射比较闲难，并且Md并不一定由

一个①就能全部嵌入到Rd中。一种更加合理的做法可以利用M4上的黎曼距离代替

(3．19)式中的①函数，直接在Md上计算任意丐，工，∈∥之间的距离，而不是在欧氏

空间中。

因此，类似于欧氏空间∥，Md上某一点集的平均可以通过计算这样一个点X来实

现，这个点要符合两个条件： (i)X∈Md，(ii)；与{再l?∈Md中每一个点的测地线

距离平方和最小。在一个紧致流形中，一个由n个数据点集合I薯}?构成的内均值可定义

为：

∥=--arglTfi．n∑d(x，西)2 (3．20)

上式中d(·，·)表示括号内两个点之间的测地线距离。

35
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按上述内容，李群中任意两元素之间的距离由(3．3)式给出，于是将(3．3)式代

入(3．20)式可得到：

胪argm。in劫og(工‘1州
JeG j=I”

”

利用一阶BCH公式来近似上式右边0 II内的部分得到：

log(x一1五)=一log(x)+log(‘)

(3．21)

(3．22)

其中，m和mi分别是李群中的点工和而的李代数。要想获得比较精确的结果，可

以求前n阶近似，仙按照BCH公式，后面的近似项计算量将变得非常大，而且对总体近

似值的贡献却更小。于是用一阶近似来代替log(x_1五)，内均值公式可简化为：

丘=argm—in∑lI—log(工)+log(‘)02“6 渊
(3．23)

=argminE[-m+mi
2

这就是最后得到的近似公式。现在的问题是需要寻找到满足上式条件的工∈G。文

献[2]给出了梯度下降法求解p的过程，过程描述如下：设计优化函数为

f(x)=去车d(‘‘)2，函数，的梯度为w(工)=一1丌主，log(X-'Xi)，给定第七次迭代的内

均值的估计以，第七+1次迭代公式为：以+，=exp(吾喜l。g(段一再)]，其中f为步长。李
群内均值的具体的求解算法由算法3—1给出。

虽然梯度下降法只是局部收敛，只能找到局部极小而不一定是全局最小的口，仙通

过修改初始估计‰和步长r仍可得到较理想的实际效果。这里r的选择和李群G的流形

结构有关，文献[47]证明了对于球流形，r=I是合适的，当G的流形结构是一个向量

空间时， f=l的梯度下降就等价于求线性平均，如果是R+、Rd、SO(3)，r=1等价

于求几何平均，而且算法3-1能在单步迭代内收敛。对于一般情况下的李群，如果当

r=1时的算法3-1不能收敛，可适当使f取更小的正数。按照梯度下降法的特点，当z．

取值过大时，可能会越过极值点，而取值过小则又会使收敛速度过慢。
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算法3-1"求n个类戳李群样本的内均值

输入：{～¨=Ij=h1．，．nl∈G，Xi．／表示分布在李群G上的第f类别的第j『个样本，吩表示第f

个分类中训练样本的个数，一共有C个分类。

输出：“，f-l，2，．．．，C，即每个分类的内均值。

过程：

Do f=l

k=0

∥2‘I

Do

俨舌扣∥屯，
∥=exp(a／．O

k=k+l

Whi le lI△刊I>占and k<MaximMm—Iterations

pi
2
p

f=i+l

由于内均值更本质的表现了一类事物的共性，如果一个未知样本相比其它类别更接

近于其中某一类别的内均值，我们就认为这个未知样本最可能属于该类别，因此，我们

还可以基于内均值设计一个简单的李群分类器：Lie-Mean算法，将训练样本按类别计

算得到内均值后，对于测试样本只需要计算该样本到各类内均值的测地线距离，将类别

判为最短矩离的那个内均值所属的类：

，=嘤pnl』109(一-'x)JI (3．24)

算法3—1是基于迭代的李群内均值计算方法，适合几何结构复杂的李群，不方便直

接求解内均值时使用。考虑到其他李群的流形结构特点，可通过数学方法计算更为精确
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的均值。例如，文献[22]给出了仟意两个对称正定矩阵S。，是∈$m+(，1)保持仿射不变的

度量：

dcs。，s：，=0，。g(s。一jIs：s。一jI)IJ c3．25，

在添加(2．3)式的运算构成李群结构之后，两个元素的距离又可以用下式表示：

d(S。，s=)=11109(s：)-Iog(S。)II (3．26)

可以直接得到$m+(九)群的新的均值计算公式：

∥=expf，!?1窆i=1 t。gc‘)) c3．27，

(3．27)式称为Log—Eucl idean均值。和算法3—1的不同之处在于：1)Log—

Eucl idean均值计算的是全局均值。几何的观点看，就是将所有群元素样本映射到李代

数线性空间后计算的几何平均，而算法3-1是局部均值，是直接在李群的流形空间内计

算样本集的内均值；2)Log—Euclidean均值的计算是一次求解，时间复杂度为D仰)，

而算法3-1是迭代算法，迭代次数依具体的流形结构和所给定的参数有关，当迭代次数

为k时，时间复杂度为O(kn)。

应用(3．27)式作为均值计算方法时，Lie—Mean算法的类别判别可通过下面的

(3．28)式完成：

f‘a训rg五mJinl]l。g(fl，)一log(工川
‘3·28)

3．5本章小节

本章介绍了矩阵李群的相关理论基础，包含代数群和微分几何两个层面的性质。分

析了常用的矩阵李群的例予，给出这些矩阵李群的理论性质。分析了几个常用李群的高

斯分布的密度函数形式，讨论了它们在高斯分布下以最大似然估计来计算均值和方差的

方法。最后，结合文中的均值计算理论，给出李群均值计算算法，包括迭代计算法和直

接求解两种方法。
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第四章 李群均值相关学习算法

本章将在上一章中讨论的李群均值理论的摹础上进一步分析李群李代数样本集的空

间特性，设计均值相关学习算法。内容安排为：4．1节分析经典线性判别算法FLDA。

4．2节根据FLDA的思想，分析了李群空间中Fisher投影的概念与意义。4．3节推导了

Lie—Fisher算法的两种形式，并分析了它们的优缺点以及时空复杂度。4．4节为本章小

节。

4．1 FLDA算法

FLDA(Fisher Linear Discriminant AnalysiS)又称LDA、FDA、Fisher线性判

别，是线性空间中经典的分类判别分析算法H¨。标准的Fisher投影是将样本点投影到

一个比样本维数更低的超平面或直线上，使得各类别之间的类间散度和类内散度比值最

大。Fisher投影的准则函数为：

m，=寒=斟 ㈤。

其中瓯和s。分别是投影前的各类样本间的散度程度总和与各类内散度总和。爰和

S。是投影后各类样本间的散度程度总和与各类内散度总和，定义如下：

墨--Z．，(忍一乃)(忍一豇)J，s。=∑∑()，{『一忍)(y口一忍)r

其中，c是类别数，伟和jjl分别表示第1分类的样本个数和投影后的均值，豇为投

影后总体样本均值，YⅡ表示样本勃投影后的结果。Fisher投影的问题就是寻找使

(4．1)式取最大值时的’，。在欧氏空间中，向量’，的方向代表了需要投影的直线方向。
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4．2李群空间中的F i sher投影

李代数的牛成元可用于牛成李群流形上的一条测地线。例如，李群G对应的李代

数上的元素1，∈g，通过一个单参数指数映射：尺H G"exp(tv)，f∈R，可在李群流形上

生成一条测地线日。，H。是李群G上的一个单参数了群，它由李群G的李代数元素’，唯

一确定：

日。会{exp(tv)∈G，t∈Rl

当给定一个确定的参数值t，也就确定了一个在测地线H。上的点，这个点也同时属

于G。于是，在李群的流形空间中找一条测地线的思路如图4一l所示：

图4-1． 左侧为牟群G及其上分布的两类样本。分别为叉和圆圈表示，通过寻找‘条测地线

H，，将两类样本分开。右侧的测地线即为通过算法寻找到的H，·它是由’，决定的G的‘个单参数

子群。

然后还需要定义李群上的点到一条测地线的投影的概念。设一个样本工∈G和一条

G上的测地线HI，首先找到：

f．=arg nfm d(x．exp(tv))，t∈R

那么，exp(t’’，)就是样本点x到日，的投影点。从几何观点来看，这个投影点也就是

日。上所有点中，到J的测地线距离中最近的那个点，如图4-2所示。
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exp(～)，f∈R

图4-2． 左侧，将‘个李群样本点连接全测地线exp(Ⅳ)上的点，点与点连接形成‘4条测地

线，所仃这样的测地线的长度·I，最短的那条(图Il|为连接exp(tv)上圆点的测地线)对应的位于

exp(n，)上的点即为投影点exp(f+V)。右侧将所自．样本点用相同的方法投影到测地线上。

然后，令y=exp(t’V)是工到日，的投影点，那么一类样本I～}盖。投影到日。得到新的

点集：I％l凳．，投影后计算每类新样本的内均值：

以及总体样本的内均值为：

g=arg min羔d()，，yⅡ) (4．2)

户I

乃=鹕min∑∑d(y，Y{『) (4．3)

ill卢I

上式中，c表示类别个数，／'／I表示第f个类别的样本个数，y。表示第f个类别中第Jf

个样本投影后的新样本。

对于多类情况，投影后各类样本的类间散度定义为：

．元=∑一·d2(口，，口)
t-I

=窆啊．1J109(詹一1到2
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投影后一类样本的类内散度定义为：

总体样本的散度：

S：yr
w厶一l
i=I

那么将所有霹之和定义为

(4．5)
f n．

=∑∑d2()，口，露)
i=l j=l

于是将(4．2)～(4．5)式代入(4．1)式并利用BCH公式第一阶近似，得到如下

形式：

窆训l。g(忍)一109(乃)112
．，(v)≈』I上—————————一 (4．6)

窆羔JJlog(Y扩)-log(忍)112

相应的，Lie—Fisher算法的问题归结为寻找满足下式的一条测地线H。．：

’，‘= max-，(’，) (4argmax ．7)’，2 ．，‘’，) L·，J

4．3 L i e-F i sher手IJ另IJ分析

Lie—Fisher判别分析的过程就是在李群流形上寻找一条分类测地线，将所有样本

向这条测地线上投影后，使样本的投影点集具有最大化的类间散度和类内散度的比值。

4．3．1 Lie-Fi sher算法的第一形式

上一小节根据Fisher投影的理论推导了李群非线性空间中的样本的Fisher投影方

向的计算公式。fu实际上，由于函数l(v)和参数v并没有显式的解析表达形式，对

(4．6)式直接求解是比较网难的。因此我们将李群上的样本点映射到对应的李代数空

间，在线性的李代数空间给出求解近似的Lie—Fisher投影测地线：

首先，将李群空间的样本映射到李代数空间构成新样本集，并计算以下各个成份。

新样本集的总体均值：
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∥=‘l÷3⋯0
1。，J．,illj=1

) (4．8)

以及各类均值：

舻吉若10烈MU) “·9)

根据上两式，再利用标准Fisher的方法求解类问散度：

&=喜伟(去喜一。gcM驴，一昙喜喜-。gcM驴，][吉喜-。gcM驴，一丢喜喜log(MU)]r
(4．10)

和类内散府：

s。=喜喜(·。gcM。，一去喜Iog(MU)](，。gcM。，一丢喜log(M，／)]r c 4．·-，

琢苗上还计算公瓦，最终求出孜影万同’，，这样得到的近似_，(V)计算公式为：

乩，：：：i
1"

-n
j=, jk n垫竺二三茎堑型二

Vr喜'=l主j=l f＼·。gcM。，一÷i圭j=l log(M，／)](109(M盯)-寺喜log(M0)]r．
(4．12)

对于两类分类问题，可直接得到y(假设Sw可逆)：

V=Sw-I(∥I-u2)

=[壹tffil壹j=l f，k,·。gc^彳。，一jn二l蔓j．：i-。gc^f。，](-。gcM盯，一丢嘉-。gcM驴，)r]一c4．-3)
‘(吉芸．ogcM一一吉姜·。gcM：州
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输入：IgⅡJ篙l?∈G，M口表示第i类别的第／个样本，吩表示第f个分类中训练样

本阴／I＼毅，一共硐C个分灭。

输出：Lie-Fi sher投影测地线H。对应的李代数’，

过程：

1．对每一个李群样本MⅡ做李代数映射：～=log(M口)。

2． 计算每类新样本的均值： 鸬=三ni兰jffil嘞，f_l，2，．．·，c，
以及总体均值：

∥=i备c善,"li～，江-，2，．．．，c。
r f n-

。

3．计算魏和S。：Sb=∑q(以一∥)(H一∥)7’，s。=∑∑(嘞一／uJ(xo—M)r。
i=l i=l』=I

4．求解SbV=2S。’，，得到的v即可按expov)，f∈R牛成Lie—Fisher的测地线H一

按上述算法求解得到v后，对测试样本T的类别判别可通过下式完成：

r 2鼍磐”。g(丁)一硎
(4·14)

其中，属=1喜vr log(MⅡ)是第f类李群样本在对应的李代数空间中往方向V投影
后所得的外均值。

4．3．2 Lie-Fi sher算法的第二形式

算法4．1是将所有李群样本映射到相应的李代数空间后，在线性的李代数空间求解

外均值，从而计算y。但是，对离散的低维李群样本做对数映射后，再求解均值可能会

使实际样本均值的计算误差变大。

因此，可考虑先在李群流形空间中求得总体样本内均值∥和各类别内均值“，在

李群空间中完成相应的运算后将结果映射到李代数空间再求解v。例如，对各类别去掉
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另一个近似j(v)：

． V丁∑吩log(／a一／ai)log(／a一以)r'，

，(’，)=———鼍—————————————一 (4．1 5)

V7’∑∑109(鸬～M{，)log(麒～MⅡ)rv

对于两类问题，可直接得到’，(假设S。可逆)：

／11,-,v=I log(／L。M M)-I log(．u,一乜， c龟16)I I 一乜) (4．

，

综上所述，我们得到新的Lie-Fisher算法，即算法4-2：

算法4-2"求Lie-Fisher投影铡地线

输入：lMl『I等：?∈G，M口表示第f个类别的第J个样本，珥表示第f个分类中训练

样本的个数，一共有c个分类。

输出：Lie—Fi sher投影测地线日。对应的李代数’，。

过程：

1．用算法1分别计算全体李群样本M。，的内均值lu，以及各类别样本内均值

Pi，i=5 o*09C。

2· 计 算 瓯 和 S。 ： ＆=∑啊log(／a‘1．ui)log(／a-1鸬)r ，

&=窆壹l。g(／at～M∥096u／'Mu)r。
t=l』tl

3．求解ShY=IS。V，得到的'，即可按exp(抑)，t∈尺牛成Lie—Fisher的测地线日。。
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对被测试李群样本丁的类别判别和算法2不同，需要先将测试样本映射到李代数空

间，往’，方向投影后再映射回李群空间，然后判断所得结果到每一类内均值的李代数在

’，方向投影后的新均值点的测地线距离，即判别公式如下：

“嘿粤n 0log((exp(vr log(r)))-I exp(vr log(／di)))]I(4．1 7，

考虑到计算问题，显然(4．17)式也可以用BCH一阶公式来近似，这样就可以得到

判别公式：

i’ar．g．min 0vT(109(／li-log(T))I (4．18)

4．3．3 Lie-Fi sher算法二种形式的区别

从上述两个形式Lie-Fisher的推导过程来看，算法4-1对李群样本不论其分布特

点，先将它们全部做对数映射，即映射到李代数线性空间，然后再利用李代数空间的线

性性质，计算均值与投影方向。算法4-2与算法4—1最大的区别是均值的计算不在李代

数空间内完成，而是在李群的非线性空间内求得。

直接分析可知，算法4—1有以下几个优点：

1． 计算速度快。只在第一步将样本映射到李代数空间，需对所有样本做对数映

射，开销会稍大，tU后续步骤都在线性空间中完，效率较高。

2． 对低维李群样本判别精度高。因为先对样本映射到李代数空间，当李群样本的

维数较高时，李代数空间的欧氏距离计算会更难表示出样本的差异。

3． 对分布于平坦李群流形的样本判别精度高。因为当李群流形几何结构越平坦越

接近于超平面时．其映射后的李代数样本将和原样本更能保持等距与等角的特性。

相应的，算法4-1也存在以下缺点：

1． 高维样本的均值计算误差可能增大。

2． 局部李群流形领域内分布不平坦的样本精度可能变差。

算法4-1的缺点和优点正好是算法4—2的优点与缺点。算法4-2中内均值的计算方

法如果采用上一章的算法3-1，那么，也有可能会因为算法3-1中的梯度下降法导致的
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局部极小值问题而使得本身在高维李群流形下占优的算法4-2而显现劣势。比如算法

4—1在样本的局部李群流形领域分布不平坦时，可能分类精度会降低，而算法4-2能很

好处理这个问题，仙如果内均值的计算使之陷入不平坦流形的局部极小值点，也同样不

能很好发挥出算法4-2的优势。

对于算法4-2的内均值计算问题，对具体的情况可以具体分析。比如除了算法3一

l，可采用(3．27)式的Log—Euclidean均值来代替，对于图像的协方差特征来说，这

会是一个比较好的选择方案，不仅在计算时间上变成O(n)，而且计算得到的均值使算

法4—2具有更高的分类精度，详细的比较与分析在第七章中讲述。

4．3．4时间复杂度和空间复杂度分析

下面对Lie-Fisher算法两种形式的时间和空间复杂度进行分析。针对c个类别的

样本集，在算法4-1中，第一步至第四步的计算量分别为：n，n+n，c+n，1，因此其总

的时间复杂度为D(n)。算法4-2的第二步和第二步的时间复杂度分别同算法4-1中的

第三和第四步，而第一步中内均值计算则由算法3-1的复杂度决定，假设每个内均值计

算的迭代次数均为k次，则算法4—2中第一步的时间代价为蛔+>2：．加i=2kn，因此算
‘_一●2I ‘

法4—2最终时间复杂度为0(2／ol+／11。很明显，两种形式的空间复杂度均为D(，1)。

4．4本章小结

本章首先分析了线性空间Fisher判别的原理，然后介绍李群非线性流形空间通过

李代数映射到线性空间的方法，并通过分析李群样本分布的流形结构。尝试在李群流形

上寻找一个由总体样本内均值的李代数元素决定的单参数了群，这个单参数了群是原李

群上的一条测地线。文中定义了样本到测地线投影的概念，同时将李群样本向该测地线

投影，并尽可能使投影后各类别间的散度与类内散度比值最大化，从而实现非线性李群

空间的类别判别。推导设计了两个Lie-Fisher算法，并从流形几何结构的角度分析了

两个Lie—Fisher算法各自的优缺点和时空复杂度。
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第五章李群核学习算法

本章基于李群数据样本，结合矩阵点积空间理论，分析并设计了相应的矩阵李群核

函数。进一步实现了李群核算法KLieDA。内容安排为：5．1节介绍SVM算法原理。5．2

节对KFDA算法的原理进行分析。5．3节介绍核函数。5．4节分析矩阵李群的度量函数，

并推导出RBF、线性等5个矩阵李群核函数。5．5节基于上节推导的李群核函数，设计

了李群核算法KLieDA。5．6节为本章小结。

5．1 SVM算法原理

支持向量机SVM旧5’删是由Vapnik提出的基于统计理论的机器学习方法。其基本分类

思想可以总结为两个要点： (i)SVM针对线性可分情况进行分析，对于线性不可分情

况，通过非线性映射函数将低维输入样本映射到高维特征空间中，使之变为线性可分，

从而在这个高维空间中使用线性算法对样本进行分类。 (i i)SVM方法基于结构风险最

小化理论，在特征空间中按最大分类间隔构建最优分割超平面，使学习器得到全局最优

化，整个样本空间的期望风险以某个概率满足一定上界。

SVM的目标就是要根据结构风险最小化原理，构造一个目标函数将两类模式或样本

尽可能地区分开来。下面从线性可分与线性不可分两种情况来分析SVM。

5．1．1 线性可分情况下的SVM分析

九维样本集在线性可分情况下，总意味着存在一个超平面使得训练样本完全分开，

该超平面可描述为：v．工+6=0，其中，v为n维向量，b为偏移量。最优分割超平面

是满足一类数据与这个超平面距离最近的向量与超平面的间隔距离最大化。这个问题可

以通过解下式的二次优化问题来获得：

Inin蛳)=扣f (5．1)
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满足约束条件：Z(v．五+易)≥l，扛l，2，⋯，tl。在特征数较大的情况下，可以将此二次

规划问题转化为它的对偶问题：

砌x y(口)=∑％一去∑口f口』YiY，(‘·工，) (5．2)
iffil 。i．』zI

满足约束条件：

∑口iYj=o，口j≥o，f-1,2，⋯，n (5．3)

iffiI

1，’=∑％YiXi
iffil

b’=Yi一’，·五

(5．4)

(5．5) ／

这里口=(口I’．一，口。)是Lagrange乘了，V’是最优超平面的法向量，6’是最优超平面

的偏移量，在这类优化问题的求解与分析中，KKT条件将起到很重要的作用，在

(5．5)式中，其解必须满足：

q{只(V·x+b)-1}-o，f-l，2，⋯，n (5．6)

从(5．3)式可知，那些口；=0的样本对分类没有任何作用，只有口；>0的样本才能

影响分类，是这些样本支撑起了最优分割超平面，于是这些样本被称为支持向量。至

此，我们可以得到最终分类函数为：

，(x)--ZYi口i(X·西)+矿 (5·7)

i暑I

根据，(工)的符号来确定未知样本工的类别归属。

5．1．2线性不可分情况下的SVM分析

对于样本集线性不可分的情况，可以把样本集映射到高维特征空间厂，并在厂中

运用原空间中满足一定条件的函数来实现内积运算，将原始空间的非线性分类问题转换

成目标空间的线性分类问题。根据泛函分析的有关理论，只要一种核函数满足Mercer
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条件嘞3，它就对应某一空间中的内积。因此，只需选择适当的内积函数就可以解决这种

线性不可分的问题。此时的目标函数为：

maxV(a)=∑q一去∑q口』YfY』K(玉·工，) (5．8)
i=1 01．j=l

其相应的分类函数为：

5．2 KFDA算法原理

fix)=∑yictiK(x·玉)+矿 (5．9)

核方法旧1是一种非常有用的计算理论，它最初是在支持向量机SVM∞t矧中被用到。

之后，被广泛应用到现有的线性算法中，例如基于核的KPCA算法瞄71，基于核的KICA算

法阳1等。下文将重点介绍的KFDA算法∞¨。

由于FDA算法只能对线性可分的数据进行有效处理，对于其它非线性分布或未知复

杂分布的数据来说，其分类性能大打折扣。例如，对于图5-1中6种分布的样本集的分

类问题，要将星号样本和加号样本分开，线性FDA算法就不能处理，因为永远都找不到

一条直线将这些样本投影到该直线后，保持良好的区分性。

Two CFoJat Set BaⅥna Set 卜-ghleyman Dataset

图圈
U飞葺n新Ctasses D．t哪Dataset Crcu灯．GL埔拿s S科

图5-1． 6类线性／fi可分样本集。上捧从左至右分别为两个同心环分布、Banana分布、

Highleyman分布的数据集，下持从左至右分别为Lithuanian分布、Difficult分布、环形分布内

嵌高斯分布的数据集。
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因此，不能直接对这些看似非线性的样本用同等维度的空间中的线性算法来分类。

假设这些样本在某个更高维度空间中是线性的，然后在这个高维度的空间中继续使用线

性算法进行分类，这就是KFDA算法的动机。

假设①是一个非线性映射，它将样本映射到更高维的特征空间厂。为了在厂中寻

找线性判别的投影方向，需要最大化下式：

删=两vrS詈v (5．1。)

其中，'，∈厂，s詈和$是空间厂中相应的类间散度矩阵和类内散度矩阵。例如在

两类分类问题中，它们分别定义如下：

黠=(朋产一m尹)(，，l●一肌?)r (5．1 1)

$=∑∑(m(x)一m●)(中(x)一m●)7 (5．12)

其中，m·：手圭①(t)，‘为第f类样本个数，t为第i类中第jf个样本，z为第i
类样本集合。

5．3核函数

在5．1节中描述的目标特征空间厂的维数可以非常高，甚至是无穷维，因此直接

求解是不可能的。为了克服这个网难，可以采用和KPCA以及SVM中类似的方法，即无

需将数据显式映射到高维空间，代替的方案是寻找一个可以对训练样本直接得到其点积

(①0)·①(y))的函数。通过有效得计算这些点积从而解决原始问题，这可以通过使用

Mercer核来实现嘞1。核k(x，Y)用于计算空间厂中特征向量的点积， 即

k(x，y)=(①似)．中(y))。对于足的很多选择，已被证明是有效的。例如，在SVM或KPCA

中的高斯RBF核k(x，y)=exp(一lk一叫12／cl，又如多项式核k(x，y)=o·y)d，其中的c和d

为相应的正常数。
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的公式，这个公式对输入样本的点积替换为核函数。从再牛核的理论中知道任何方案

1，∈厂必需处于由所有厂中的训练样本张成的空间中。因此v有如下形式：

，

’，=∑％①(‘) (5．13)

使用(5．13)式以及，，l●的定义，有：

上式中Mj：寻圭足(_，工：)，这里用核函数替换了点积。根据(5．10)式和(5．14)

式，可以得到：

vrS詈v=OfrMa (5·15)

上式中，M=(M。一M：)(M。一M：)r。类似的，使用(5．13)式以及m产的定义，

有：

v丁$’，=口7。Na (5．16)

上式中的Ⅳ=∑Kj(I一1，，)K歹，Kj为I x‘阶矩阵，并且(KJ)。=七(工。，工：)，这个
j=1．2

(KJ)。也被称为第_『类的核矩阵，，为单位阵，II,是所有元素均为l／lj的矩阵。

结合(5．15)式和(5．16)式，epi-J在厂中得到Fisher线性判别：

-，(口)=了arM面of (5．17)

此时，可通过求解N一‘M的特征值问题或计算口=Ⅳ。1(M。一M：)得到解决。新样本

X投影到v可以通过下式实现：

，

('，·m(工))=∑％k(xi，jr) (5·18)
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数值问题及其正规化：从f个样本估计，维度的协方差矩阵，可能会使矩阵jv变得

不正定。为此，可简单加上单位矩阵的倍数，例如，将』V替换为Ⅳ。：

N。=N+∥， (5．19)

上述问题也可视为以下不同的形式： (i)它使问题的数值化更加稳定，对于足够

大的∥，Ⅳ。将会变为正定。 (ii)这个方法类似于文献[60]，减少了摹于样本特征值

估计的基数量。 (iii)它强化了在lHf上的正规化，是具有小膨胀系数的合适方案。

尽管这在正规化的问题上真实影响还未知，仙在SVM哺剐中显示出确实有联系。另外，还

有一个可以使用的正规化Jv的方法，即使用惩罚项0V2¨这类似于SVM(加上全核矩阵

KU=良(‘，■))。

5．4李群核函数

对于矩阵李群样本集，由于矩阵本身没有点积运算，而群运算中的矩阵乘法，其结

果仍是矩阵，因此，基于向量的核函数不能用于矩阵李群样本集，需要设计新的核函

数。

5．4．1 李群RBF核

高斯RBF核函数是应用最多的核函数之一。之所以被称为径向基函数，是因为它能

对图5一l中同心环分布的非线性数据集进行很好的高维空间线性映射。基于向量的RBF

核函数的形式为：

坼川一p[挚] 眠2。，

上式分了部分对两个向量x，)，的差向量求模长，对于普通矩阵李群不存在矩阵减法

运算。但是，在李群所在的流形空间，从一个元素中减玄另一个元素的成份可以通过群

运算与群元素的求逆运算实现，例如，工-1y，x,y∈G。但是除了交换李群，一般李群
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的群运算是不可交换的， 即0X-Iyll≠lly-'x0。但是对矩阵李群，有

I[109(x—y)|l=]log(y。1x)II，其中|I．|l为Frobenius范数。从另一个角度看，Ik一叫l是线性空

间中两个点工，)，之间的欧氏距离，I log(x一1y)|l是李群流形空间中两个点之间的测地线距

离。从x出发到y的测地线距离IIlogo一1)，)II和从)，出发到工的测地线距离IfIog()，一1工)If是相

等的。另外，任意两个李群元素之间的测地线距离是非负的，这就满足了核矩阵K为

对称正定矩阵的要求。

根据上面的分析，可以得到李群矩阵RBF核函数：

揪川一pf芝掣] 慨2t)

上式将非线性李群样本映射到无限维空间中，并完成点积计算。如果样本在原李群

流形空间中的分布符合径向特点，那么使用该核函数将得到理想的样本线性化结果。对

于(5．21)中分予部分利用BCH公式第一阶进行近似，可以得到近似的李群RBF核函

数：

七c工，y，：expr二．』!!学] c5．22，

＼—’ ／

5．4．2李群多项式核

多项式核在向量特征空间中的形式为：k(x，Y)=(X·)，+1)d。向量的点积运算可交

换，仙矩阵的乘法运算不可交换，因此，基于向量的多项式核函数也不能直接用于矩阵

李群样本集。

由矩阵论可知，在n×n矩阵张成的空间上可以定义一个内积：

<工，Y>=tr(yⅣ·戈) (5．23)

其中，fr为矩阵求迹运算，而)，Ⅳ=罗r，即YⅣ是Y的共轭转置矩阵：
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f，石⋯石1
YⅣ=l； ’． ；l=Yr (5．24)

l石⋯石J
由(5．23)式定义的矩阵内积，可以推导出很多矩阵空间的几何量。例如矩阵空间

中两个矩阵向量的夹角可以定义为8=arccos(tr(yⅣ·x)／(x·川I))。同时，该矩阵内积符

合向量内积所具有的所有性质，因此也满足<x,y>=tr(yH·z)=tr(x片·y)--<y，X>。有了

这个性质，就容易推导出基于矩阵李群的多项式核函数：

k(x，y)=(tr(yH·工)+1)d (5．25)

上式中，d为任意正实数，通常取正整数。

5．4．3李群线性核

向量空间线性核函数为k(x，)，)=工．Y，根据(5．23)式定义的矩阵内积，可以直接

得到李群线性核函数：

k(x，)，)=tr(yⅣ·工) (5．26)

5．4．4李群感知器核

应用最多的感知器函数是Sigmoid函数和双曲正切函数tanh。双曲正切函数的彤

式为tanh(b(x．y)+c)，b>O，C<0，对应于(5．23)式，得到李群感知器核函数：

七(工，y)=tanh(b(tr(yH·工))+c) (5．27)

同理，Sigmoid函数为击，得到Sigmoid形式的李群核函数：_‘p“

H‘力。南e 佰㈣
l+’⋯7‘。’

除(5．22)式采用李群测地线距离，其余(5．23)式及后续的核函数不仅可以用于

矩阵李群，也同样适用于一般的矩阵样本。
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5．5基于李群核函数的KL ieDA算法

借助5．4小节推导的若干李群核函数可以设计出基于李群核函数的KLieDA算法，

多类问题的推导思路类拟于Lie-Fisher，这里给出二分类的KLieDA算法，即算法5一

l。

算法5一l；两类分类的李群核KLie删分类算法

输入：Ixo}恐％eG，x{『表示第i个类别的第_『个样本，吩表示第i个分类中训练样

本的个数。

输出：每个未知样本的类别归属。

过程：

1．对每一个李群样本X盯，’求出两类李群样本的均值鸬和鸬，对一般李群使用算

法3-1，对协方差样本采用(3．27)式求Log-Euclidean均值。

2．选择具体李群核函数，求得两类李群样本的M。=言喜七(_，‘)，并令
M=(Ml—M2)(Ml—M2)7。

3．计算N=∑K。(1-1^)K-，其中K，为n×仇阶矩阵，且(K)。=足(毛，x：)。
iffil．2

4．计算口：口=N-1(肘l—M2)。

5． 计算两类均值“和“到空间厂中的向量’，上的投影：

矗=(V·①(“))=∑∑呸七(～，“)，厥=(V·o(段))=∑∑q足(～，鸬)。
i=l j=l i=l j=i

6． 对未知样本X， 先将其投影到空间厂中的向量’，上：

j=(’，‘m“))=∑i=1∑j=l呸七(～，x)，再通过i‘=arg渊m．：inIj一矗I得到其类别归属。

算法5-1相比传统KFDA算法，在保持了相同的时空复杂度下有两点创新： (i)使

用矩阵李群核函数，能处理矩阵样本： (ii)算法的第l和第6步中先计算原样本的均
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值以及均值在厂空间中投影，对于未知样本映射至厂空间中后，只判断与每类均值点

的距离，计算量较小。

KLieDA算法和Lie—Fisher算法都能对非线性矩阵李群样本进行分类。从分类过程

来看，KLieDA是通过将非线性可分样本映射到高维空间，使之线性可分，在分类期间

采用李群均值加速完成未知样本的类别判别，整个分类过程并不在样本所在的李群流形

空间中完成。而Lie—Fisher是利用李群均值以及样本到测地线投影的方法在样本所在

流形空间中寻找到一条分类测地线完成样本分类，原始样本的分布特点直接决定学习到

的测地线的分类性能。从计算开销来看，KLieDA由于需要计算核矩阵，而核矩阵的计

算时间复杂度是O(n2)，比Lie-Fisher计算两个散度矩阵的D(n)明显要大，空间复杂

度也因为核矩阵的原因达到O(n2)，Lie—Fisher只需D(n)。因此，对于大样本集的分

类问题，K1ieDA算法将会明显比Lie-Fisher慢。从算法应用角度来看，Lie-Fisher是

学习到一条固定的测地线进行分类，而KLieDA则可根据不同的样本集分布特点选择不

同的李群核函数，使算法达到更好分类结果，因此KI ieDA算法比Lie-Fisher算法在应

用上更具灵活性。

5．6本章小节

本章丰要是分析了矩阵李群在高维点积空间中的核函数问题。介绍了李群李代数的

相关理论与流形测地线距离，并定义了矩阵内积，进一步推导出相应的运用于矩阵李群

的核函数。基于李群核函数设计了KLieDA算法，该算法不仅能处理向量样本，同时也

能处理矩阵样本。利用文章定义的5个李群核函数，SVM、KPCA、KFDA等算法将都能处

理矩阵样本。
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第六章实例应用

本章将通过四个实验验证本文提出的算法的用效性。内容安排如下：6．1节为Lie—

Fi sher两个算法应用在人工数据集和MNIST于写体上的分类实验，同时设计了一个从

于写体中提取李群特征的方法。6．2节为KLieDA算法和基于李群核的SVM算法结合区

域图像协方差特征在心IST数据集以及USPS数据集上的分类。6．3为本章小结。

6．1 L i e-F i sher算法实验分析

这部分我们将通过两个实验来验证Lie—Fisher算法的性能。第一个实验是对人工

几何形状数据集的分类，第二个是对MNIST手写体的分类。由于本文的均值计算与分类

算法是在样本的流形空间中完成的，为了进行算法比较，我们将和在欧式空间中分类的

FLDA算法，在流形空间中分类的Lie-Mean，以及使用测地线距离的KNN算法一起对人

工和真实数据集进行分类比较．使得到的实验结果尽可能全面表达Lie—Fisher算法的

特点。第二个实验先对MNIST于写体数字构造协方差李群特征，再使用算法4—1和算法

4-2进行分类。

6．1．1人工数据集

几何图形的分类问题在基本的图形图像处理与机器视觉问题中具有重要的意义。实

际问题中的几何图形可能存在形体残缺或大量的噪声，针对这个问题，可通过随机采样

和高斯噪卢分别模拟残缺和噪声，这里设计两种幕本几何图形，并使用Lie—Fisher算

法对它们进行分类，并与其他方法进行比较。

首先用牛成点云的方式构造两类数据集：第一类是单位正方形，第二类是单位圆，

在每个单位正方形以及每个单位圆上分别随机取n个点构成点云，这n个点组合在一起

构成单个样本，而不是一个点为一个样本。然后对这些点云添加相应方差的高斯噪声形

成两个含噪声的新样本。如图6一l所示，以该方法构造50个圆和50个正方形，即100

个训练样本。

SR
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图6一1． (a)足由在单位正方形上和单位圆上各随机取70个点构成的两个样本，注意这里70

个点构成的正方形为+。个单。样本，70个点的圆也足。‘个单‘样本，(b)～(f)足对原始样本(a)分

别添加了均值为0，方筹为0．02，0．04直到0．i0的_维高斯随机噪声后形成的两个新样本。

％2(三]-：三罢享磊三l·—一％2M‘胛
图6-2． (a)将带高斯噪声的圆样本I}I的⋯个点Vj通过参考向鼍w用伞群Mi来表示。

(b)对样本一}-的每个点都采用(a)的方法，将‘个究整的样本X提取李群特征丁。

样本集的构造过程采用文献[10]的方法，因为构成样本的点云位于R2中，连接原

点和点云中的仟意一点可构成一个二维向量u。将这个向量变换到一个指定的参考向量

w，不失一般性可令／-p=(1，1)，对于每一个向量，我们分别用两个参数，即向量的模长

和向量的方向来表示u=(‘hi)r，其中，；表示向量u的模长№II，吩是u的方向且
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慨ff=1。那么将向量峙变换到向量w，司通过一个变换M，分别对模长进行缩放，对方

向进行旋转来实现：t=M，。w，其中Mi=[：三)，M，内的q=№"owo是缩放系
数，R是一个R2空间中的旋转矩阵，即SO(2)，由于n，是固定的，因此u和M，确定了

一一对应的关系，即对每一个点峙可用M，来表示。样本的构建过程如图6-2所示，对

x付丁协丁=m㈡
现在，用T来表示样本X。因为每个M，是结构为Rx SO(2)的李群，T又是k个M

，：f 1。g，1’：：：0log(T ；、1，其中，log(M。，：q(三：)+瞑(：：)0 I

)=l i 。． ； I 苴cb． 。)=q l二：I+瞑lv nI l
l l， ，V l’ l●I _- I_ ●I-

L ⋯og(M^)／
、 7 、 7

％上文已给出，只是向量u和参考向量w的夹角：倪=arccos(Vi·rV／(1lv,I·Ikvl))。

表6-1． 样本在4i同噪声下符算法的分类准确率(％)

Lie一 Lie-Fisher Lie-Fi sher
02 5-NN FLDA

-tean (算法4—1) (算法4-2)

0．00 100．00 76．67 96．67 100．00 100．00

0．02 94．00 76．00 94．00 100．00 100．00

0．04 91．67 85．33 95．00 loo．00 loo．00

0．06 85．00 78．67 91．67 95．oo 95．oo

0．08 84．00 76．67 88．33 93．33 93．33

O．10 82．67 84．67 93．33 91．34 91．33

0．20 80．00 80．00 83．33 90．oo 90．00

表6-1是两类样本在不同方差高斯随机噪声干扰后的分类结果。上述数据在训练样

本为n=100，k=70，测试样本为30的配置下重复运行5次得到的平均识别率。此时由
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于每个M是2维李群，因此，丁构成维数为140的李群。Lie-Mean算法是在李群流形

空间中计算两类样本的均值，按(3．24)式判别测试样本的类别，5-NN是直接在李群

流形空间按测地线距离最近邻的5个样本判定类别，这里的FLDA算法和向量样本的

FLDA方法相似，不同之处足将矩阵丁作为线性样本，均值计算采用(3．3)式，即利用

李群样本的外均值作为Fisher运算中的均值，然后运用向量形式的FLDA算法求解矩阵

’，，计算测试样本的类别用投影后样本到投影后各类样本中心的距离来决定：

“哩叫一一孙
从表中数据可以看出，Lie-Mean算法随着噪声加大，识别率也有随之下降。Lie-

Fisher算法4-1和算法4—2性能几乎一致，且明显好于其他算法，对于噪卢没有其他

几种算法敏感，是一种相对稳定的、抗噪能力较好的算法。5-NN与其他算法相比效果

较差。

6．1．2手写体识别

：蛹11：崩k=5{k胤=lO{k胤=15艺k胤=20鼍胤k=25{k胤=30{k胤=35{胤k=40

弼lO图r,；i鼋,o图r,；1
图6—3． 手写体样本构造方法，(a)为手写体1，(b)为手写体9
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本实验采用MNIST数据集阳1，该数据集中的每个手写数字是28*28的256阶灰度图

片。实验对数字l和9进行分类，首先对原始灰度图像用闽值灰度100进行二值化，然

后对图像随机采样七个点，使这七个点都位于代表于写数字的像素上。如图6-3所示，

最左侧图像为原始手写数字取其最小有效外接矩形后的结果，右侧8个图是在二值化处

理后，随机采样k点形成的点云，k从5取到40，间隔为5。

首先从于写体数据集中的trainl和train9中各随机挑选200个，一共400个数字

作为训练集，从testl和test9中各随机挑选100个，共200个数字做为测试集，用上

述方法随机取k个点形成点云，将点云中的点按班标从上至下，从左至右排序，以使得

同一类数字图像的点云相对稳定。使用6．1．1小节描述的方法对每一个排序后的点云构

造k．fR×SO(2))维的李群元素丁。应用Lie—Mean、李群FLDA、Lie—Fisher算法4—1和

算法4—2进行分类。每次样本都是随机选择，重复运行5次，得到结果如图6—4所示。

邑
言
岳

吕
8
主
口

挈
芒

2

n

(a)

图6—4． 四种算法在不同的k值下对于写体的分类结果。

(b)

上图中，Lie—Fisher(2)代表算法4-1，Lie—Fi sher(3)代表算法4—2。(a)是未对点

云中的点进行排序的结果，很明显Lie-Fisher算法比其他两个算法分类效果要好，当

七取值小于20时，算法4—2的性能略好于算法4一l，基于李群内均值的Lie—Mean算法

也明显要优于FLDA。(b)是对点云进行排序后的结果，随着七值从5增长到25时，

Lie—Fisher算法4一l和算法4—2达到最高识别率95％，两者性能非常接近，在k取值小

于40时，算法4—2的性能要比算法4-I好出O．1％至1％，当七取值大于40时，算法4—
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l和算法4-2分类效果则基本一致。从总体来看，两个Lie-Fisher算法也明显优于其

他两种算法。

6．1．3协方差李群特征的Lie-FI sher手写体识别

本节仍采用MNIST手写体数据集和Lie-Fisher分类算法，不同的是，对于写体提

取的特征不是点云李群特征，而是图像协方差李群特征。

6．1．3．1 图像协方差特征

对于常规图像，它是灰度值或二维彩色分量的集合，可用，表示，每个像素的属性

可以表示为I(x，Y)。该方法也同样可以用于表示其他图像格式，比如红外图像。用，表

示从图像，中提取的图像特征：

F(x，y)=≯(，，五Y) (6．1)

上式中的函数矽可以表示任何有关图像属性的映射，比如灰度值、各彩色通道分量

值、梯度值等。≯(，，x，)，)的值域可以张成d维实空间，对于所有像素对应的矽(J『，jr，)，)值均

为d维实空间中的一个点。取所关心的图像，中的局部矩形区域Rc F，区域内的所有

像素对应的矽值可以表示为{z，)：．，乙为d维实向量，n为区域R内像素个数。对图像

区域的向量集{z，)：。求其协方差矩阵：

CR-者善(乙刊(z，刊r ∞·2)

上式中的∥为向量集{zi)：。的均值。

图像的区域协方差特征拥有很多优良的特性：特别是可以使用积分图像方法，计算

速度快，方便计算图像中任一．了区域的协方差特征；分类性能好；特征维数低，且维数

不受图像尺寸的影响。图像协方差特征的详细介绍可参考文献[20]。

本实验对MNIST数据库中的图像，取R=F，以及矽(，，工，y)为：
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≯c，，，r，，，，==(，r，，，，-rc，c，，，，，f·妄-rc·c，，，，f，fI参，c，c，，，，1]1’ c6．3，

≯c-r，·r，，，，：=[-c，，，，-rc·c，，，，，l·晏-rc，r，，，，I，l·昙-rc，c，，，，I，
、r
l
I (6．4)

1

则^加卜m川，阻川惨∽y临m川恪∽y，n6．5，
则^炉卜地川，酗川|'I扣y惟m∽恪∽y，卜修亿州扣y)1]]r

(6．6)

(6．3)～(6．6)式中l(x，Y)为班标(工，Y)处的亮度值，_U，化y)为(J，y)处的横向
0X

一阶梯度，熹，(五)，)为二阶梯度， 为一阶梯度向量的模长，

t鲫一(|昙地川／昙地川J)为一阶梯度向量比值的反正切。这样建模后，对㈨3，～
(6．6)四个函数，可以分别得到的乙为5维、6维、7维和8维实向量。对于(6．6)

式，计算得到的c足为8×8的实对称矩阵，因为CR是对称矩阵，因此只有∑fI =36

维，是比许多图像特征更低维的特征。协方差矩阵是实对称正定矩阵，关于这类矩阵的

空问结构、度量、均值等性质的研究已取得不少成果¨‘艘·251。

图像的协方差矩阵张成了一个张量宅间，每个矩阵为该空间内的一个点，对于任意

两个点cl，C2之间的距离由文献[53]给出：

从CI，C2)=

其中，{五(cl，c2)}三．为cl，c2的广义特征值，可通过下式计算得到：

(6．7)
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五cl葺一c2玉=0，f=l，⋯，d (6．8)

满足五≠0则为广义特征向量，可以证明(6．7)式的p满足第二章的关于度量的几

条公理。此度量公式同样也满足正定矩阵的李群结构，可以从正定矩阵的李代数推导得

到。

6．1．3．2协方差特征手写体识别

同实验6．1．2，本节对于写体l和9进行分类。对(6．3)～(6．6)式构造的协方

差样本C膏集采用算法4-I和算法4—2进行分类，对算法4—2中的协方差样本间度量采

用(6．7)式。首先，分别从训练集中随机选择两类训练样本各100个，以及从测试集

中随机选择两类测试样本也各100个，使用(6．3)～(6．6)式构造协方差矩阵，然后

对每一种情况分别运行10次。实验中，对算法4—2中的均值计算采用Log-Euclidean

平均，即(3．27)式，算法4-1不变。得到结果如图6-5所示。

(a)

(c) (d)

图6-5． (a)～(d)分别为采用(4．21)～(4．24)式的实验结果。横坐标为运iJ．迭代次

数。纵坐标为分类准确度。Lie—Fisher(4-1)代表算法4-1，Lie—Fisher(4—2)代表算法4-2。
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从图6—5的实验结果可以清楚得看出，采用(6．3)式时算法4—1在大多数情况下

的分类精度足最高的，采用(6．5)式时算法4—2和基于矩阵的FLDA算法摹本持平。但

在采用(6．4)以及(6．6)式时，两个Lie-Fisher算法分类准确度略低于FLDA算法，

说明此时的样本分布基本处于线性可分，两个Lie—Fisher算法在求样本均值和李群李

代数映射时损失了精度，导致分类精度下降。图6—5(b)相比(a)，因为采用了一阶

梯度向量长度的算了，使得算法4-2的分类精度变得十分不稳定，而FLDA和算法4—1

则比较稳定且精度较高。这很可能是因为加入该算了后，使得牛成的协方差流形结构总

体接近线性fu局部不平坦，使得算法4—2尽管采用Log—Euclidean平均，tu．在计算

(4．17)式时使用的是标准的李群距离(3．3)式而不是仿射不变距离(3．25)式，计

． 算过程中产牛的误差在多次李群李代数之间映射时被放大。

另外，图6—5(a)中对z；只采用了5维向量，计算速度更快。算法4—1在丰频为

1．6的intel i5双核CPU，内存4G以及Matlab 201lb的配置下，200个训练样本，

200个测试样本的总训练加分类时间小于1秒，而分类精度摹本都能维持在98％左右，

如图6-6。因此，Lie—Fi sher算法4-1适合应用于速度要求比较高的场合，如在目标跟

踪、快速检测等领域。

图6-6． 采用(6．3)式计算100次后绘制的分类精度图。横坐标为计算次数，纵坐标为分类

精度。
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下图为算法4—1分类错误的测试样例。

口日曰口
图6—7． 算法4一l错分样例。图·l，错分样例均为于写数宁l。

6．2 KLiel)A算法及李群核SVM实验分析

这部分将使用上一章中推导的李群核函数，配合SVM算法以及KLieDA算法展开实

验。6．2．1小节利用李群核SVM算法在MNIST以及USPS手写体数据集上进行分类实

验。6．2．2小节利用KLieDA算法在上述两个数据集上进行分类实验。

6．2．1 基于李群核SVM的手写体识别

¨耵籼r。fm惦tIOm NlJnb●rofllOtllUOflll

图6—8． (a)～(d)足对IdNIST数据集l|l的数字l和9进ij：分类的结果。纵坐标足分类识

别率．横坐标足运{r次数。
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采用(6．3)～(6．6)四个公式分别构造图像的协方差特征，然后采用(5．21)

式， (5．25)式， (5．26)～(5．28)式作为核函数配合使用SVM算法，对．MNIST数据

集中的数字1和9进行分类。本实验中的SVM算法采用1ibSVM2．8配合Mablab7．0完

成。对于李群RBF核，取20"2=109， (5．25)式中取d=2， (5．27)式中取b=10。9以

及c=0， (5．28)式中取C=一10司。对每个类别分别随机抽取100个作为训练，100个

做为测试，于是实验的配置是200个训练样本，200个测试样本。分别构造5～8维z；

下的协方差样本，实验得到的结果如图6—8所示。标题中的k值代表图像像素的Z；值，

分别取从5至8，并构造的协方差样本，然后进行SVM分类得到的结果。

下面用同样的方法在USPS数据集上进行实验。USPS手写体数据集是美国邮政部门

收集整理的于写体数据集，包含O～9十个数字，每个数字对应16．16分辨率的图片，

每个图片像素均为256阶灰度，且每个数字都有1100个样本。图6-9为其部分样本的

显示效果。李群核SVM在USPS上的实验结果见图6—10，参数含意同图6-8。

囝圈圜盈固囝豳图园圄

巳卿舀豳国琵豳瞄园团

囹目国懿冈圄豳强图画

图6-9． USPS数据集样本图像，从左右全右，分别足数宁1全0的图像。
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图6一lO． (a)～(d)是对USPS数据集-I·的数字l和9进i J：分类的结果。纵坐标足分类识别

率，横坐标足运i，次数。

从图6—10中，我们得到明显的结果是：线性核和多项式核的分类准确牢明显比其

它核要高很多。而线性核和取d=2的多项式核两者之间差别不大。

6．2．2基于李群核KLieDA算法的手写体识别

使用KLieDA算法在USPS数据集上进行分类，算法的运行环境与核函数参数配置同

上一小节。KLieDA算法结合文中推导的五个核函数在USPS的数字1和9上的具体分类

结果如图6-Il所示。

¨o

¨
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图6-11． (a)～(d)是使用KLieDA算法对USPS数据集·}，的数宇l和9进ir分类的结果。

纵坐标是分类识别率，横坐标是运i，次数。

从图6-11中明显看出，在采用相同的核函数及参数的情况下，两个感知器核在

KLieDA算法上比SVM算法更有效，而且表现出了非常高的精确度。对于指定k值的情

况下，KLieDA算法要比SVM的分类精度更高。

另外一个重要的发现是：线性核对协方差样本的分类精度最高，多项式核其次。由

于在本文实验中，两个协方差矩阵的点积<x,y>．tr(y片·工)的值往往会很大。例如当k

取5时，tr(y片．工)的大小基本在108左右，而k取5时的结果介于108和109之间，因

此，考虑到tanh和sig核函数的特点，针对前者取b=10‘9以及后者C=一10-9，使这两

个感知器函数的输入值基本维持在『o，11区间内。此定义域内tanh和sig函数的曲线变

化如图6一12如示，将感知器核的输入控制在fo，11区间，可使相应的核函数值域处于较

陡的梯度范围之内，有利于进行分类判别，避免进入函数对输入值不敏感的区域。
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图6—12． 图IlI虚线为mnh(x)函数的图形，实线为1／(1+P。)函数的图形。

利用KLieDA算法对USPS数据集进行全10类进行分类。分类器构造采用One—to—

A1l方案，每个予分类器为KLieDA二分类器，因此一共构造9个这样的分类器。每次

随机抽取O、9中每类60个于写体构造8维协方差特征，每类30个用于训练，30个用

于测试，一共300个训练样本，300个测试样本。重复执行算法10次，得实验结果如

图6—13。得到的结果显示各李群核函数对USPS手写体的分类精度比较接近，李群多项

式核精度最高，达到90％，李群RBF核虽然在l和9分类中应用不是太好，仙在10分

类中表现出仅次于多项式核的精度，达到89．3％。

果。

10 classes‘classitication On USPS

图6—13． USPS于写体数据集上心用KLieDA进行10分类的结果。

另外，对k=5，多项式核参数d取2～17不等的值进行实验，得到如图6一13的结
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图6一14． 对矩阵牟群多项式核(5．25)式取d=2至17时，KLieDA和SVM算法的结果，样本

配置同上文。 (a)为在MNIST上的结果， (b)为USPS数据集上的得到的结果。

从图6一14中看出，随着d取值的不断变大，KLieDA的分类识别率总体呈下降趋

势，而SVM算法当d=5时，识别率急剧下降到50％，并在d≥5时仍然处于该最差状

态。

因此有理由相信，李群线性核函数适用于分类于写体数字图像的核函数，于写体数

字图像协方差特征拥有非常好的线性可分特性。

6．3本章小结

本章首先设计了一种于写体图像的李群特征提取方法，该方法提取的李群特征保留

了较好的几何形状信息。通过在人工数据集上添加不同程度高斯噪声的实验表明：Lie—

Fisher分类算法性能优于经典的KNN和FLDA分类器，且比较稳定、抗噪能力强。对于

写体字符的识别实验表明，在对随机采样的点云不进行排序的情况下，Lie—Mean算法

和两种Lie-Fisher算法明显优于FLDA算法。在排序后，Lie-Fisher算法表现出较高

的识别率，且对样本维数收敛较快，性能优于FLDA。

第二部分实验是基于李群核函数的KLieDA算法和SVM算法对MNIST和USPS数据集

进行分类。实验结果表明KLieDA算法分类精度较高，算法性能较SVM强，同时验证了

李群核函数的有效性。另外，通过实验分析了图像的协方差特征样本的分布特性，虽然

它们是分布于流形空间中的样本，tu仍然具有非常好的线性可分的特点。
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7．1 结论

第七章结论与展望

李群结是合了代数学和微分几何的数学工具，在物理学和数学两大理论科学中被广

泛应用。tu在机器学习中的应用却没有统计学来得多，虽然上世纪90年代就有李群在

班标计算和智能控制相关领域的应用，却没有成为一个体系，其应用也没有在学习问题

上展开。由李凡长教授带领的研究小组首先提出了李群机器学习(LML)的概念，并出

版了文献[40]，就李群在机器学习研究中的一些基本问题给出了答案与尝试。李群学习

模型对机器学习中的众多问题都有很好的研究与应用价值，近些年来，李群机器学习已

逐渐成为国内外诸多领域的研究和应用热点，并日益成为机器学习中一个重要的研究分

支。

通过对视觉不变性的研究，可以对目标的识别、分类、标注、分割、重建、跟踪等

众多问题进行处理。几乎机器学习中所有以图形图像以及视频为样本载体的研究问题都

可以归纳到视觉不变问题中。利用李群特有的数学性质在视觉不变问题研究中具有非常

大的意义，这不仅是一个有别于以往的一种新的机器学习方法，而且该方法已经得到了

许多有效的证明，同时，目前对李群这个高深的数学工具的理解与应用还有很大的不

足，仍具有较大的研究空间。

本文首先从李群李代数的几何结构出发，尝试在李群流形上寻找一条测地线，同时

将李群样本向该测地线投影，并尽可能使投影后各类别间的散度与类内散度比值最大

化，从而实现非线性李群空间的类别判别。然后通过研究矩阵论和核方法，结合李群测

地线理论，设计实现了基于矩阵李群的核函数，将李群机器学习扩展到基于核方法的分

类与降维算法中。本文提出的基于李群均值的学习算法Lie-Fisher以及KLieDA算法的

分类效果相对传统方法具有较高的分类精度，其中Lie-Fisher算法解决了李群流形空

间中测地线分类的问题，K1ieDA解决了非线性矩阵李群样本的高维空间映射与分类问

题。
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7．2展望

李群机器学习是很大的一个理论框架，在这个框架之下有很多具体的学习予问题有

待进一步研究与探索，例如分类、特征提取、降维、跟踪等等。虽然本文提出的算法解

决了两个问题予问题，tu仍有许多问题有待继续研究与挖掘，比如在李群大数据集下如

何使算法运算量减少，降低运算复杂度问题，如何利用李群牛成元思想对实际问题进行

建模等。在未来，本文将进一步结合这些问题，在此基础上来设计相应的李群均值计算

方法将会更加准确与高效，并考虑从几何拓扑的角度提取图像序列间的李群特征，从图

像的几何不变性、曲率尺度空间不变性来构造李群，使算法有进一步的应用价值。
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