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基于一个阈值，经典的二支决策将一个集合划分为两个不相交的区域。通过引入一对阈值，

三支决策将一个集合划分为三个两两互不相交的区域。任何二支决策的问题都可以拓广为三支决

策。三支决策方案实用、有效，既避免二支决策所引起的不必要代价，又具有可解释性。本章讨

论了三支决策研究中的十个基本问题，并指出了可能的研究方向。 

1.引言 

在许多决策问题中，考虑到接受和拒绝的代价都很大，我们往往既不接受也不拒绝，而选择

不承诺，这便有了第三个决策选项。三支决策，通过对不同学科的各种决策问题的抽象，引入了

第三个选项，即不承诺或延迟决策，从而避免了直接接受或拒绝带来的风险。三支决策可视为一

序列决策步骤中的一个重要的中间环节，对其中不承诺选项可再做研究，通过进一步搜集数据、

分析数据而最终获得二支决策。三支决策理论的引入将众多学科中的决策方法统一起来，提供了

一个一般性框架，并提出了新的研究课题。 

关于三支决策理论，2012 年在成都召开的国际粗糙集联合会议（JRS）的特邀报告中，我

给出了一个框架性的描述[1]。我觉得这个理论非常有用，值得研究，但是关于该理论的具体细节

还不是非常清楚。通过查阅和分析文献，我发现三支决策的思想和方法简单有效，在很多领域已

有广泛的应用，但尚未形成一个独立、完善的理论体系。因此，我的出发点是抛砖引玉，提出一

些还不成熟的观点，希望引起大家的重视。2012 年，在由贾修一、商琳、周献中、梁吉业、苗

夺谦、王国胤、李天瑞和张燕平编辑的《三支决策理论与应用》[2]一书中，大家对三支决策给予

了不同的解释和拓展；在这本由刘盾、李天瑞、苗夺谦、王国胤、梁吉业等编辑的《三支决策与

粒计算》一书中，大家又给出了一些新的想法和应用。对于大家的热情支持，我表示衷心的感谢，

也希望在大家的共同努力下，构建一个完善的三支决策理论。 

本章的主要目的是探讨三支决策研究的若干问题。有些想法并不完全成熟，从某种意义上讲，

只是提出了一些问题，还没有给出答案，希望这种方式能更有利于互相交流，共同探讨。本章由

若干相对独立的小节组成，每节讨论一个具体问题。 

2.三支决策研究现状与前景 

三支决策的研究才刚刚开始，由贾修一等编辑的第一本关于三支决策的专著[2]收录了三支决

策研究的最新成果，为三支决策理论的研究提供了一个良好的开端。在此书中，众多学者从不同
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角度讨论了三支决策的理论与应用。苗夺谦、高灿和张楠[3]给出了一个基于三支决策理论的半监

督学习方法，该方法由半监督属性约简、三支决策和协同训练三个部分组成。基于三支决策思想，

将无标记数据划分为正域、负域和无标记样本，通过对正域样本的协同训练逐渐标识所有无标记

数据。李华雄、周献中、赵佳宝和黄兵[4]提出了基于三支决策粗糙集的代价敏感分类方法，有效

地将属性约简与代价分类方法结合。文中所讨论的代价敏感学习可能成为三支决策理论的重要应

用之一。刘盾、李天瑞和梁德翠[5]将决策粗糙集应用于政策决策，给出了一个三支政策决策方案，

并通过实例说明了该方案的优越性。贾修一和商琳[6]提出了基于三支决策的垃圾邮件过滤算法，

它是三支决策在代价敏感学习中的另一个应用。相关实验表明，该算法非常有效。赵姝和张燕平

[7]用三支决策解释构造性算法，将三支决策与神经网络有效地结合在一起，为三支决策理论提出

了一个新的研究方向。姚静涛和张燕[8]将三支决策与博弈粗糙集结合起来，并给出了一个新的解

释，并通过博弈论获得三支决策所需要的阈值。邓晓飞、王洪凯和姚一豫[9]通过三支决策构造自

适应粗糙集近似。同经典近似相比，自适应近似进一步给出了上下近似中的粒结构。该书的附录

给出了七十多篇与三支决策相关的文献，如基于三支决策粗糙集的属性约简、三支决策中的阈值

计算、决策风险最小化约简、三支决策粗糙集等。 

在由刘盾等编辑的关于三支决策的这本书中，大家对三支决策的理论与应用提出了一些新的

认识和见解。但同时，我们应看到三支决策的现有研究工作仍主要集中在决策粗糙集的框架上。

在很大程度上，三支决策理论的优势并没有完全显现出来。三支决策进一步研究的重点应放在哪

里？我想应跳出粗糙集的圈子，同其他学科更紧密地联系起来，走出自己独特的路子。也就是说，

三支决策理论是基于粗糙集的研究，但又不应完全局限于粗糙集。新的研究应“青出于蓝而胜于

蓝”，以构建一个更普适且更具有应用价值的理论为目的。 

虽然三支决策理论尚不成熟，但它的重要性已得到大家的认可。也许有些具体细节需要修正

或改进，但在研究的大方向上并无异议。三支决策研讨会为大家相互交流提供了一个平台，使得

共同探讨并发展一个新的理论成为可能，这种同研共创的环境和氛围也许比它的一些具体结果更

为重要。从对一个现有理论的小修补到一个新理论提出和发展，这是在研究理念上的一次飞跃。

虽然这种尝试有一定的风险，但其过程是值得回味的。三支决策的进一步研究应强调多样性和创

新性，大家可以不受限制地讨论新颖的、也许尚不成熟的想法。我们共同的努力将可能建立起一

个完善的三支决策理论。 

3.三支决策的基本思想 

在传统的二支决策中，我们往往只有接受或拒绝、是或非两种选项。但在解决很多实际问题

时，强制做出接受或拒绝的决策，会付出不必要的代价或后果。比如，当信息或证据不足时，不
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论是接受或拒绝都显得不太合适，也就是说，无论接受或拒绝都比不做决策代价要大。因此，三

支决策引入了不承诺的决策选项，从而规避了错误拒绝或错误接受造成的损失。关于三支决策的

优势，我们通过医疗诊断和决策中的一个常见的例子来说明。 

在医疗诊断和决策过程中，医生通常根据患者的症状以及相关的检查结果来进行诊断。患者

的实际状态有患病与健康两种情况，在普通的二支决策中，医生的诊断结果有治疗（即判断患者

为患病状态）与不治疗（即判断患者为健康状态）两种。治疗是第一种选择，这种选择的风险是，

如果患者本身是健康的，那么选择治疗必然会浪费人力、物力、财力，甚至会对患者的健康造成

损害。不治疗是第二种选择，这种选择的风险是，如果患者确实是患病的，那么这种选择明显会

耽误患者的康复。表 1 给出了不同决策的代价。 

表 1    二支决策的代价矩阵 

决策动作 
患者状态 

患病 健康 

治疗 治疗代价 
治疗代价、 

可能损害患者的健康 

不治疗 
无治疗代价、 

耽误疾病治愈 
无治疗代价 

  

从已有的检查结果来看，如果患病的可能性比较大(例如，概率大于等于𝛼)，那么选择治疗

是一个比较好的决策；如果患病的可能性比较小(例如，概率小于等于𝛽)，那么选择不治疗是一个

比较好的决策；如果患病的可能性既不小也不大(例如，概率大于𝛽且小于𝛼)，那么选择治疗或不

治疗都显得不理想。也就是说，如果强制性地做出二支决策，每种选择都不理想。在这种情况下，

考虑所掌握的信息不完全或不准确，通过引入不承诺或延迟决策的第三种选择，三支决策方法可

以给出更好的方案，它的代价仅仅是患者再做一些检查。表 2 给出了不同决策的代价。 

表 2    三支决策的代价矩阵 

决策动作 
患者状态 

患病 健康 

治疗 治疗代价 
治疗代价、 

可能损害患者的健康 

不治疗 
无治疗代价、 

耽误疾病治愈 
无治疗代价 

进一步诊断 
延迟治疗、可能加重病情

和更多检查代价 
更多检查代价 
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 基于上例的分析，我们给出三支决策的一个简单描述： 

设𝑈是有限、非空实体集，𝐶是有限条件集。三支决策是基于条件集𝐶，将

实体集𝑈划分为三个两两不相交的区域（即正域、负域和边界域）的过程。 

为了实现三支决策，首先，需要引入实体的评价函数，也称为决策函数，它的值称为决策状态值，

其大小反映实体的好坏程度。其次，需要引入阈值，这样基于阈值和决策状态值就可将所有实体

划分到三个域，即正域、负域和边界域。基于这三个区域，我们可以构造相应的三支决策规则。

对于落在正域、负域和边界域的实体，我们分别使用接受、拒绝和不承诺规则。  

4.三支决策的两种模式 

在对某一实体𝑥 ∈ 𝑈进行三支分类时，通过评价函数对实体𝑥进行评估，评价函数的值称为实

体𝑥的决策状态值。在这里，我们仅考虑基于全序集的评价函数。设(𝐿,≼)是一个全序集，其中𝐿

表示所有可能的决策状态值，≼表示𝐿上的一个全序关系，即≼满足下面条件：           

(1)   自反性：∀𝑎 ∈ 𝐿，𝑎 ≼ 𝑎； 

(2)   反对称性：∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿， 𝑎 ≼ 𝑏 ∧ 𝑏 ≼ 𝑎 ⟹ 𝑎 = 𝑏； 

(3)   传递性：∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿， 𝑎 ≼ 𝑏 ∧ 𝑏 ≼ 𝑐 ⟹ 𝑎 ≼ 𝑐； 

(4)   可比性：∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿，𝑎 ≼ 𝑏或者𝑏 ≼ 𝑎成立。 

一个全序集的例子是( 0,1 ,≤)，其中𝐿是单位区间 0,1 ，≼是小于等于关系≤。实体的评价函数可

以看作从实体集合𝑈到全序集𝐿的映射，即𝑣:𝑈 → 𝐿。 

根据所用的评价函数的个数，三支决策有两种模式，即双评价函数三支决策和单评价函数三

支决策[1]。第一种模式用双评价函数𝑣!和𝑣!，其中𝑣!用于接受，𝑣!用于拒绝。在接受和拒绝函数

上各引入一个阈值𝛾!和𝛾!，称为接受和拒绝阈值。当接受状态值≽ 𝛾!且拒绝状态值≺ 𝛾!时，采用

接受；当拒绝状态值≽ 𝛾!且接受状态值≺ 𝛾!时，采用拒绝；否则，采用不承诺。更准确地说，三

支决策的三个域由以下规则给出： 

正域：POS !!,!! (𝑣! , 𝑣!) = {𝑥 ∈ 𝑈|𝑣! 𝑥 ≽ 𝛾! ∧ 𝑣!(𝑥) ≺ 𝛾!}， 

负域：NEG !!,!! (𝑣! , 𝑣!) = {𝑥 ∈ 𝑈|𝑣! 𝑥 ≺ 𝛾! ∧ 𝑣! 𝑥 ≽ 𝛾!}， 

边界域：BND !!,!! 𝑣! , 𝑣! = POS !!,!! 𝑣! , 𝑣! ∪ NEG !!,!! (𝑣! , 𝑣!)
! , 

其中， ⋅ !表示一个集合的补集。这三个域两两交集为空，三者并为全集𝑈。通过三个域可以构造

三支决策规则：正域对应接受，负域对应拒绝，边界域对应不承诺。图 1 给出了第一种模式的三

支决策。 
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图 1    基于双评价函数的三支决策 

 

第二种模式采用单评价函数，通过引入一对阈值(𝛼,𝛽)，将实体集合𝑈分为三部分： 

正域：POS !,! (𝑣) = {𝑥 ∈ 𝑈|𝑣 𝑥 ≽ 𝛼}， 

负域：NEG !,! 𝑣 = {𝑥 ∈ 𝑈|𝑣 𝑥 ≼ 𝛽}， 

边界域：BND !,! 𝑣 = 𝑥 ∈ 𝑈 𝛽 ≺ 𝑣 𝑥 ≺ 𝛼 。 

图 2 给出了第二种三支决策模式。 

 

 

图 2    基于单评价函数的三支决策 

5.三支决策主要研究的问题 

在三支决策理论的研究中，至少需要考虑以下几个问题。 

首先，需要考虑评价函数值域的构造和解释。在三支决策理论中，通过实体评价函数对实体

的状态进行估计和比较。实体评价函数的取值代表了实体满足条件集𝐶的程度，并且，它的取值

应该是具有可比性的。通常情况下，可以在实体评价函数的值域上建立某种序关系。例如，评价

函数的值域可以是全序集（比如整数、实数集合和有限个等级等），还可以是偏序集和格。 

其次，需要考虑评价函数的构造和解释。实体评价函数的构造根据具体应用而有所不同，例

如代价、风险、错误、利润、效益、用户满意度和投票等。此外，评价函数的构造也应考虑条件

集合𝐶。对于两种决策动作，即接受和拒绝，可以采用相同的评价函数，也可以采用两个互相独

立的评价函数。 
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在基于单评价函数的三支决策中，通过引入一对阈值(𝛼,𝛽)，将决策状态值分为三个区，即指

定接受值区、拒绝值区和不承诺值区。这里需要考虑的问题是指定接受值区（designated 

values of acceptance）和指定拒绝值区（designated values of rejection）的构造和解释，

或者阐明阈值对(𝛼,𝛽)的构造和解释。不承诺值区为指定接受值区和指定拒绝值区的补集，因此只

需构造接受值区和拒绝值区。接受值区和拒绝值区的构造必须反映人类对接受和拒绝的直观理解。

例如，对于任一实体𝑥，不能同时做出接受和拒绝两种决策，这就要求接受值区和拒绝值区不能

相交。由于决策状态值反映了实体满足条件集𝐶的程度，因此，接受值区和拒绝值区的构造应使

得决策具有单调性，即当实体𝑥的决策状态值𝑣(𝑥)落在接受值区时，决策状态值大于或等于𝑣(𝑥)的

实体也应落在接受值区；当实体𝑥的决策状态值𝑣(𝑥)落在拒绝值区时，决策状态值小于或等于𝑣(𝑥)

的实体也应落在拒绝值区。 

6.三支决策的认知意义 

1957 年，Miller 给出了人类信息处理的一个重要结果[10]。由于短期记忆的限制，我们通常

只能处理七个单元左右的信息。近期的研究表明[11]，我们处理信息的限制比七要小，而是四个单

元左右。当所处理的信息量太大时，我们通常采用信息分块（chunking）的方式，将大量信息分

为可以操作的几个单元。三支决策理论的思想和这个结果是一致的，通过将一个集合划分为三个

区域，就可以达到认知上的简化。事实上，这种三支决策在人类认知和信息处理过程中常常用到。 

人类感知中的视觉系统就是三支决策应用的一个最好例证。人的视觉将整个空间分为三个区

域：中心视域、周边视域和不可视域，这为视觉信息处理提供了一个切实有效的方法。中心视域

可提供清楚的视觉影像与色彩信息，周边视域（即我们常说的余光区域）仅给出了结构性信息，

不可视域则观察不到。从三支决策的观点看，中心视域可以看做正域，它提供准确和清晰的信息；

余光区可以看做边界域，它提供了不确定和不准确的信息；不可视域可以看做负域，它表示没有

信息。对于三个视域，人们可以采用不同的处理方式：将主要精力放到中心视域，并对余光区的

信息进行关注。虽然边界域无法提供准确的信息，但它的作用也是不可忽视的，它提供的信息可

以使人们及时应对各种紧急事件的发生。例如，在司机驾驶过程中，视域中的正域部分提供了大

部分的有效信息，前方的路况往往是需要司机集中大部分注意力的区域；视域中的边界域部分

（即余光区域）提供了不精确的信息，它只占用了司机小部分的注意力；但当左右两侧发生紧急

事件时，边界域的信息可以帮助司机迅速有效地做出反应。 

人类视觉的另一个特点是可以随时转换三个区域。当眼睛或头转动时，我们可以从一个三支

划分转换到另一个三支划分。比如，边界域可以转换为中心视域，使我们能够重新聚焦并重新处
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理。这种转换思想应该体现到三支决策理论里，也就是说，三支决策理论应该考虑观察角度的动

态变化和三个区域的转换。 

自然语言学习和处理则体现了三支决策在人类认知领域的应用。基于词出现的频率，可以将

词汇分为常用词、偏僻词和一般用词。常用词出现频率大，一般词出现频率居中，对交流非常有

用，而偏僻词出现频率小，几乎不影响交流。在学习过程中，必须首先掌握常用词，学习一般用

词，而延迟学习偏僻词。这同三支决策的思想是完全一致的，即集中精力解决主要问题，关注次

要问题，忽略不相关问题。 

从这两个例子可以看出，三支决策是人类信息处理的一个有效模式。将一个大区域分为三个

小区域，可以合理地分配精力，从而达到事半功倍的处理效果。因此，三支决策理论可以看做是

对人类已有的信息处理模式的一个显式建模，希望能得到更广泛的应用。 

7.决策问题分类 

三支决策可以看做是一种特殊的决策策略。根据实体的状态（即对条件的满足性）和决策方

案，表 3 给出了决策问题的分类。从实体状态的角度来看，不同的决策方案的解释是不同的。对

于两状态问题，评价函数的值并不一定是二值的，评价函数的值可以理解为对某一个状态可能性

的估计。因此，根据状态的可能性可以做出二支、三支或 M 支的决策。当实体的状态是多个时，

评价函数可以看作是对状态值的估计，决策方案可以看作是对状态值的一个近似。  

表 3    决策问题分类 

实体的状态 
决策方案	
  

二支决策 三支决策 M支决策	
  

两状态 I 类 II 类 III 类 

多状态 IV 类 V 类 VI 类 

 

通常，二支决策需要单评价函数𝑣:𝑈 → 𝐿和一个阈值𝛾，当一个实体的决策状态值大于等于该

阈值时，选择接受决策，反之选择拒绝决策。图 3 给出了二支决策的一个描述。基于单评价函数

的三支决策需要引入一对阈值，当决策状态值大于等于接受阈值时，选择接受；小于等于拒绝阈

值时，选择拒绝；在两个阈值之间时，选择不承诺。M 支决策可以用单评价函数及 M-1 个阈值，

根据决策状态值所落的区间选择 M 个决策中的一个决策。 
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图 3    二支决策 

 

很多机器学习和分类方法[12]给出了 I 类问题的例子。它们用二支决策的正域去逼近其中一个

状态，而用负域去逼近另一个状态。 

决策粗糙集理论[13~15]是 II 类决策问题的一个例子，其中，每一个元素有两个状态，即属于

集合𝑋或不属于𝑋，评价函数为条件概率𝑃𝑟  (𝑋|[𝑥])，表示在[𝑥]中的实体属于𝑋的概率，基于阈值

对(𝛼,𝛽)可以获得概率正域、负域及边界域。 

决策阴影集理论[16]是 V 类问题的一个例子。其中，模糊隶属函数是实体状态的评价函数，

其值表示一个实体的状态，基于一对阈值可以将一个模糊集用一个三值的阴影集近似。具体地说，

当一个实体的模糊隶属度非常接近 1 时，可以认为和 1 等同；当它非常接近 0 时，可以认为和 0

等同；否则，就用第三个值表示。这样的三值近似具有可直观解释的优点。 

8.二支决策和三支决策的关系 

三支决策可以通过两次二支决策来解释。三支决策的边界域可以有两种解释：一种解释为弱

接受，另一种解释为弱拒绝。对于第一种解释，三支决策的正域和边界域的并可以看做是二支决

策的正域，这样我们可以先通过二支决策获得正域和负域，然后将二支决策的正域进一步分为三

支决策的正域和边界域。图 4(a)给出了这种二支决策与三支决策的关系。类似地，也可以给出第

二种解释，如图 4(b)所示。 

 

(a)   “接受和弱接受”与“拒绝”的二支决策 +“接受”与“不承诺”的二支决策 
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(b)  “接受” 与“拒绝和弱拒绝”的二支决策 +“不承诺”与“拒绝”的二支决策 

图 4    二支决策和三支决策的关系  

用同样的方法，M 支决策可以通过 M-1 次二支决策获得。虽然 M 支决策可能有更准确的优

势，但其可解释性较三支决策为差，且不若三支决策简单。在实际应用中，三支决策也许已足够

有效。此外，三支决策还可根据需要进一步细化，以获得更多支的决策。 

9.两状态三支决策 

对于两状态的 II 类决策问题，实体有两种状态，即满足或不满足给定条件。当所掌握信息不

确定或不完整时，则无法准确地判断实体是否满足给定条件，只能通过实体评价函数进行估计。

基于决策粗糙集，我们仅针对 II 类问题进行代价风险分析并给出求解最优(𝛼,𝛽)值的方法。 

对于任一实体𝑥 ∈ 𝑈，它在客观上存在两种状态，即满足与不满足给定条件，据此可以将实体集𝑈

划分为两部分，即满足给定条件的实体子集与不满足给定条件的实体子集，分别表示为𝑋和𝑋!，

由此可以得到𝑈 = 𝑋 ∪ 𝑋!。当所掌握的信息不确定或不完整时，我们可能获得一个实体的描述。

在决策粗糙集中，我们用一个等价关系的等价类[𝑥]来表达。由于我们无法确切地给出实体𝑥的状

态，需要通过实体评价函数对实体状态进行估计。在这种情况下，评价函数可以定义为实体𝑥满

足或不满足条件𝐶的概率。 

表 4    两状态决策问题代价矩阵 

决策动作 
实体的客观状态 

满足条件：𝑝 不满足条件: 𝑛 

接受实体:  𝑎 𝜆!" 𝜆!" 

拒绝实体:  𝑟 𝜆!" 𝜆!" 

不承诺或延迟决策:  𝑛 𝜆!" 𝜆!! 
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对应于三支决策，我们用𝑎, 𝑟和𝑛分别表示接受，拒绝和不承诺。假设评价函数定义为实体满

足条件𝐶的概率，记为𝑃𝑟  (𝑋|[𝑥])，基于表 4 给出的代价矩阵，两状态三支决策的代价或风险可分

析如下。设风险函数为𝑅(Δ|𝑥)，其中Δ表示对𝑥的决策动作。风险函数𝑅(Δ|𝑥)可以定义为决策动作

Δ的风险的数学期望。对表 4 中的三种决策，可以得到相应的风险估计： 

接受的风险：𝑅 𝑎|𝑥 = 𝜆!"   ⋅ 𝑃𝑟 𝑋 𝑥 + 𝜆!" ⋅ 1 − 𝑃𝑟 𝑋 𝑥 ，

拒绝的风险：𝑅 𝑟|𝑥 = 𝜆!"   ⋅ 𝑃𝑟 𝑋 𝑥 + 𝜆!" ⋅ 1 − 𝑃𝑟 𝑋 𝑥 ，  

不承诺或延迟的风险：𝑅 𝑛|𝑥 = 𝜆!"   ⋅ 𝑃𝑟 𝑋 𝑥 + 𝜆!! ⋅ 1 − 𝑃𝑟 𝑋 𝑥 。

 

在决策问题中，我们总希望做出风险最小的决策。因此，基于风险函数，选择其中风险最小的决

策动作： 

当满足条件𝑅 𝑎|𝑥 ≤ 𝑅 𝑟|𝑥 ∧ 𝑅 𝑎|𝑥 ≤ 𝑅 𝑛 𝑥 时，选择接受；
当满足条件𝑅 𝑟|𝑥 ≤ 𝑅 𝑎|𝑥 ∧ 𝑅 𝑟|𝑥 ≤ 𝑅 𝑛 𝑥 时，选择拒绝；
当满足条件𝑅 𝑛|𝑥 ≤ 𝑅 𝑎|𝑥 ∧ 𝑅 𝑛|𝑥 ≤ 𝑅 𝑟 𝑥 时，选择不承诺。    

 

假设风险函数满足下面条件： 

𝑐0                     𝜆!" ≤ 𝜆!" < 𝜆!"  ,                  𝜆!" ≤ 𝜆!! < 𝜆!"  ,

𝑐1                   
𝜆!" − 𝜆!"
𝜆!! − 𝜆!"

>
𝜆!" − 𝜆!"
𝜆!" − 𝜆!!

   .
 

将𝑅 𝑎|𝑥 、𝑅 𝑟|𝑥 、𝑅(𝑛|𝑥)代入上面的三个不等式，可以得到以下结果： 

如果𝑃𝑟  (𝑋|[𝑥]) ≥ 𝛼，选择接受；
如果𝑃𝑟  (𝑋|[𝑥]) ≤ 𝛽，选择拒绝；  
如果𝛽 < 𝑃𝑟  (𝑋|[𝑥]) < 𝛼，选择不承诺或延迟决策，    

 

其中，最优(𝛼,𝛽)值可计算如下： 

𝛼 =
𝜆!" − 𝜆!!

(𝜆!" − 𝜆!!) + (𝜆!" − 𝜆!")
  , 

𝛽 =
𝜆!! − 𝜆!"

(𝜆!! − 𝜆!") + (𝜆!" − 𝜆!")
  . 

这表示决策粗糙集所需要的阈值由不同决策的风险决定。 

10.多状态三支决策 

设𝑆是所有实体的可能状态的集合，且元素个数大于三。状态集合𝑆可以有很多形式，下面仅

考虑由一个有界全序集定义的状态集，即，𝑆满足下面两个条件： 

(1)  𝑆是基于某一全序关系的全序集合(𝑆,≼)， 

(2)  𝑆是一个有界集合，即𝑆中存在一个最大元𝟏 ∈ 𝑆和一个最小元𝟎 ∈ 𝑆。 
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对任一实体𝑥 ∈ 𝑈，状态函数值𝑠(𝑥)表示实体𝑥的状态。状态函数𝑠:𝑈 → 𝑆可以解释为评价函数。这

样，三支决策可作为对一个多值状态函数的三值近似。 

在三支决策中，𝑎, 𝑟和𝑛分别表示接受，拒绝和不承诺。为了准确地表示三支决策所给出的三

值近似，我们引入一个代价函数𝐶: 𝑆× 𝑎, 𝑟, 𝑛 → ℝ。显然，代价函数应满足以下条件： 
𝐶 𝟏, 𝑎 = 0,      
𝐶 𝟎, 𝑟 = 0,      
𝐶 𝟏, 𝑛 = 𝐶 𝟎, 𝑛 ,      
𝑠! ≼ 𝑠! ⇒ 𝐶 𝑠!, 𝑎 ≥ 𝐶 𝑠!, 𝑎 ∧ 𝐶 𝑠!, 𝑟 ≤ 𝐶 𝑠!, 𝑟 .        

 

表 5 给出了多状态决策问题的代价矩阵。对于一个实体，可以选择代价最小的决策，其规则如下： 

   如果𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑎 ≤ 𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑟 且𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑎 ≤ 𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑛 ，选择接受；
   如果𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑟 ≤ 𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑎 且𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑟 ≤ 𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑛 ，选择拒绝；
   如果𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑛 ≤ 𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑎 且𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑛 ≤ 𝐶 𝑠 𝑥 , 𝑟 ，选择不承诺。

 

给定一个实体的代价函数，我们可以确定所需的一对阈值。关于多状态三支决策的例子，可参见

决策阴影集[16]。 

表 5     多状态决策问题代价矩阵 

决策动作 实体状态𝑠(𝑥) 

接受:  𝑎 𝐶(𝑠 𝑥 , 𝑎) 

拒绝:  𝑟 𝐶(𝑠 𝑥 , 𝑟) 

不承诺: 𝑛 𝐶(𝑠 𝑥 , 𝑛) 

11.三支决策的几何描述 

三支决策的主要结果是将一个实体的论域𝑈划分为三个两两不相交的集合，即POS、BND和

NEG，并对应于三个集合得到不同的规则。由于有些域可能是空集，从严格意义上讲，

{POS,BND,NEG}不一定是𝑈的一个划分。为了讨论方便，在不引起歧义的前提下，我们仍称

{POS,BND,NEG}为𝑈的一个划分。对应于这三个区域，它们的补集可构造如下： 
POS!    =   BND ∪ NEG  ,
  NEG!    =   POS ∪ BND  ,
BND! =   POS ∪ NEG    .

 

这六个集合之间的关系可以用一个六边形表示，如图 5 所示。 

根据二支决策和三支决策的关系，可知正域和负域在三支决策中占有比较重要的地位，因此，

我们可以考虑由正域和负域所引出的四个集合POS,NEG, POS ∪ BND和 BND ∪ NEG，它们之间的

关系可用一个正方形表示，如图 6 所示。该正方形可以看成图 5 中六边形的一个子图。 
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图 5 三支决策中六个集合之间的关系 

 

 
图 6 三支决策中四个集合之间的关系 

 

正方形和六边形给出了三支决策中不同区域之间的紧密关系，这种几何表示将三支决策同经

典的亚里士多德对立正方形（Square of Opposition）和 Blanché 的概念六边形组织

（Hexagonal Organization of Concepts）联系到一起[17~20]，为三支决策研究提供了逻辑基

础和研究方法。 

12.结论 
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三支决策的研究是一种新的尝试，欲将众多领域中所用到的决策方法和思想同人类直观的信

息处理模式联系在一起，以期提供一个普适的理论。三支决策的研究虽然刚刚开始，却已取得了

很多令人鼓舞的成果。许多学者的关注和欣然加入，更为该理论的发展注入了新鲜血液、打下了

坚实基础。本章通过对三支决策研究中十个相关问题的简单讨论，为进一步研究指出了可能的方

向。对于这些还不完全成熟的想法，真诚地欢迎大家提出建议和意见。 
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