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1. 引言  

三支决策理论是传统二支决策理论的拓广[1]。二支决策只考虑到接受与拒绝两种选择，但

是在实际应用中，由于信息的不精确性或不完整性，常常无法做到接受或拒绝，即难以接受或

不接受，也难以拒绝或不拒绝。在这种情况下，人们常常不自觉地使用三支决策。具体的说，

三支决策比传统二支决策多了一个不承诺选择，当信息不足以支持接受，也不足以支持拒绝时，

采用第三种选择，即不承诺。 
二支决策和三支决策各有优缺点，在实际决策过程中，可以根据具体应用采用不同的决策

模型。在信息充分或获取信息代价较小时，采用二支决策。二支决策使得决策过程迅速、简洁。

在信息不足，或获取信息需要一定代价时，适合使用三支决策。在使用三支决策时，也需要根

据具体情况灵活应用。如果决策结果要求是二支的，即最终是接受或拒绝，可以在决策过程中

采用三支决策。也就是说，三支决策的不承诺决策可以和延迟决策联系起来，通过进一步观察、

获得足够的信息，从而将不承诺改变为接受或拒绝，例如论文的评审过程。如果信息的观察和

获取需要付出一定的代价，例如，时间、资金等资源，那么就需要权衡利弊，折中考虑决策的

性能指标，如准确性、错误率等，和获取信息所需要的代价。在这种情况下，三支决策模型提

供了一个很好的权衡资源和效益的决策框架。 
三支决策理论是在粗糙集[2,3]和决策粗糙集[4~9]研究中提出的，其主要目的是为粗糙集三个

域提供合理的语义解释[10~13]。粗糙集模型的正域、负域和边界域可以解释为接受、拒绝和不承

诺三种决策的结果。从正、负域中可以分别获取接受、拒绝规则，当无法使用接受或拒绝规则

时，则采取不承诺决策。许多学者研究和拓展了三支决策理论，并将其应用于多个学科领域[14~49]。 

通过进一步研究，我们发现三支决策广泛地应用于多个学科和领域，包括医疗诊断[50~54]、

社会判断理论[55]、统计学中的假设检验[56]、管理学[57~60]和论文评审[61]。同时我们还发现，虽然

每个学科都有各自的三支决策模型，但仍然没有一个统一的三支决策理论。因此，本章介绍一

个三支决策的理论模型[1]，并在该理论框架下详细地分析基于概率粗糙集的三支决策。 

2. 三支决策的优势及应用  

我们改编了French[62]书中提到Savage[63]给出的一个故事，以说明三支决策的必要性和优势。

午餐想吃煎鸡蛋，厨房里有 6 个鸡蛋。妻子在碗里已经打好了 5 个鸡蛋, 丈夫自告奋勇过来帮

忙。丈夫是一个决策论爱好者，当他拿起最后一个鸡蛋，两个问题闪现在脑中：这个鸡蛋是个

好鸡蛋吗？什么样的决策模型最合理？ 

普通的二支决策对应两种选择：鸡蛋直接打到碗里或者扔掉。将鸡蛋打到碗里是第一种选
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择，这种选择的风险是：如果第 6 个鸡蛋是个坏鸡蛋，那么前面的 5 个鸡蛋就全浪费了；扔掉

是第二种选择，这种选择的风险是：如果第 6 个鸡蛋是个好鸡蛋，那么这个鸡蛋就白白浪费了。

表 1 给出不同决策的代价。如果第 6 个鸡蛋是好鸡蛋的可能性比较大（例如，概率大于等于α），

那么将鸡蛋直接打到碗里是个不错的选择；如果第 6 个鸡蛋是好鸡蛋的可能性比较小（例如，

概率小于等于β），那么将鸡蛋扔掉是个不错的选择；如果第 6 个鸡蛋是好鸡蛋的可能性既不小

也不大（例如，概率大于β且小于α）那么打到碗里或者扔掉都显得不理想。也就是说，如果强

制性地做二支决策，每种选择都不合理。 

 

表 1：二支决策的代价矩阵 

 好鸡蛋 坏鸡蛋 

打到碗里 
不浪费鸡蛋，做成 6 个鸡蛋的鸡

蛋饼 

浪费 5 个鸡蛋，做不成鸡蛋饼 

扔掉 
浪费 1 个鸡蛋，做成 5 个鸡蛋的

鸡蛋饼 

不浪费鸡蛋，做成 5 个鸡蛋的

鸡蛋饼 

 

看到丈夫拿着鸡蛋发呆的样子，妻子询问原因。当听完丈夫的分析，妻子马上说：“这还不

容易解决？再拿一个碗，把鸡蛋打到里面。看看是好的还是坏的。”妻子的解决方案给出了一个

三支决策方法，其代价用表 2 给出。第三种选择的风险仅仅是多洗一个碗。当鸡蛋是好是坏的

可能性几乎一样时，多洗一个碗可能是最优的选择。 

 

表 2：三支决策的代价矩阵 

 好鸡蛋 坏鸡蛋 

打到碗里 
不浪费鸡蛋，做成 6 个鸡蛋的鸡

蛋饼 

浪费 5 个鸡蛋，做不成鸡蛋饼 

扔掉 
浪费 1 个鸡蛋，做成 5 个鸡蛋的

鸡蛋饼 

不浪费鸡蛋，做成 5 个鸡蛋的

鸡蛋饼 

打到另一个碗里 
不浪费鸡蛋，做成 6 个鸡蛋的鸡

蛋饼，多洗一个碗 

不浪费鸡蛋，做成 5 个鸡蛋的

鸡蛋饼，多洗一个碗 

 

通过日常生活中的这个简单例子，读者不难体会出三支决策相对于二支决策的优越性。事

实上，在解决实际问题的过程中，人们常常用到三支决策的思想和方法。下面简单地介绍三支

决策在不同学科及领域中的应用。 

Wald[56]介绍并研究了一个基于三支决策的序列假设验证框架。三支决策用于试验的任何阶

段，即: 接受被检验的假设，拒绝假设和通过进一步验证再下结论。如果能够接受或拒绝被验

证假设，过程终止；否则，继续进行试验；试验过程直到得出接受或拒绝时结束。 

状态 
动作 

状态 动作 
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序列三支决策的思想广泛地用于医疗诊断和决策中。 Schechter[53]将 Wald 的方法用于医疗

诊断中。Pauker 和 Kassirer[52]提出了基于“检查”阈值和“检查-治疗”阈值的医疗决策方法（在

这里“检查”阈值小于“检查-治疗”阈值）：如果患疾病的可能性小于“检查”阈值，那么不

需要采取任何检查和治疗；如果患疾病的可能性大于“检查-治疗”阈值，那么需要进行治疗；

如果患疾病的可能性介于两个阈值之间，那么需要进一步检查，并根据检查结果进行诊断。该

模型已被很多学者采纳[50,54]。Lurie 等[51]讨论了二支决策和三支决策在医疗中的应用及估计阈值

的方法。 

三支决策思想也用于管理学中。Weller[61]讨论了论文评审过程中所涉及到的序列三支决策。

编辑通常会根据审稿专家的意见，对论文稿件进行三支决策：接受，退稿或者修改。论文最后

的结果取决于进一步的审稿结论。Goudey[58]研究了基于统计的三支决策在环境管理领域中的应

用，对于一个项目可以有三种决策：没有问题，该项目可继续进行；有问题，停止该项目；如

果不能做出前两种决策，则继续考察该项目。Matthews 和 Bennett[59]将类似的思想用于大学中

的学科设置管理。Woodward 和 Naylor[60]讨论了统计进程控制中的三支贝叶斯决策方法，他们

利用后验概率的一对阈值对相关统计过程做一个三阶段决策：接受初始设置并不需调整；暂不

需调整初始设置但是要继续观察；需要调整进程并继续检查。Forster[57]讨论基于三支决策（接

受，拒绝和推迟判断）的模型选择标准，在某些情况下推迟判断可能是比较合理的推荐。 

三支决策的思想也可以应用到群体决策中。群体决策是为充分发挥集体的智慧，由多人共

同参与决策的整体过程。群体决策之所以具有科学性，原因之一是群体决策成员在决策中处于

同等的地位，可以充分地发表个人见解。假定每位成员针对某问题的同一解决方案进行表决，

且均做普通的二支决策（同意或者不同意）。如果成员一致同意或者大部分同意该方案（例如，

通过率大于等于𝛼），那么可以决定采用该方案；如果成员一致反对或者大部分反对该方案（例

如，通过率小于等于𝛽），那么可以决定放弃该方案；如果成员对该方案意见相对不统一（例如，

通过率大于等于 𝛽，且小于等于 𝛼），那么可以暂缓对该方案的处理，等待继续调查研究后再做

决定。 

更多应用三支决策的例子包括自然语言中音调识别[64]和语音识别[65]，数据库查询优化中数

据包的选择[66]，数据分析[67,68]和文本蕴涵识别（textual entailment recognition）[69]等。 

基于决策粗糙集[4~9]，很多学者讨论了三支决策方法和应用。在《粗糙集理论与方法》一书

中，张文修、吴伟志、梁吉业和李德玉首先将决策粗糙集理论介绍给了国内读者[49]。姚静涛和

Herbert 将决策粗糙集和博弈粗糙集相结合并在此基础上研究了三支决策[17,18]。周献忠、李华雄

及其研究小组给出了决策粗糙集一个多视角解释，讨论了决策粗糙集属性约简问题及应用[21~23]。

李天瑞、刘盾及其研究小组讨论了多类决策粗糙集和应用，并将三支决策应用到投资决策中[30~35]。

苗夺谦、Lingras 及其研究小组将决策粗糙集同聚类分析结合起来，并利用决策粗糙集对粗分类

质量进行了量化和解释，对粗分类相关问题进行了深入研究[27~29]。杨晓平等在不完备信息系统

和多智能体系统中研究了基于决策粗糙集的三支决策[38,39]。商琳和贾修一等讨论了将三支决策

应用于垃圾邮件过滤问题，并提出了决策粗糙集中求三支决策中阈值的自适应算法和模拟退火

算法[19,20,47,48]。王国胤和于洪等讨论了决策粗糙集在聚类中的应用，也讨论了决策粗糙集的研究
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现状及新趋势[40~42]。Li 等将决策粗糙集用到信息检索和信息过滤中[25,26]。Greco 等将决策粗糙

集和基于优势关系的粗糙集结合起来[70]。周冰等[44]、赵文清等[71]将决策粗糙集模型应用到垃圾

邮件过滤过程中，不同于一般的二元分类，每个邮件被分到下面三个文件夹中的某一个：正常

邮件，垃圾邮件和可疑邮件。决策粗糙集理论及三支决策理论的最新研究进展可参见文献

[72~85]。 

3. 一个三支决策的理论  

在前面讨论的基础上，本节给出了一个三支决策的理论，其基本思想是在实体评价函

数上引入两个阈值，并构造所需的三个域。 

3.1 三支决策的描述  

设𝑈是有限、非空实体集或者决策方案集，𝐂是有限条件集，条件集可能包含指标

（criteria）、目标（objectives）或约束（constraints）。决策任务是基于给定条件对每一个实

体𝑥 ∈ 𝑈做出相应的决策。 

条件集𝐂给出了决策的依据。根据不同种类的条件，可以构造不同的评价函数。给定一

个实体，它的评价函数值称为决策状态值（decision status value），也可以解释为实体的效

用值。根据实体对条件的满足性和评价函数的特征，至少可以考虑表 3 中给出的四类决策

问题。二值的评价函数给出了二支决策，对于类 I，实体的满足性是二值的，决策也是二支

的，给出了比较理想的匹配；对于类 III，实体的满足性是多值的，二支决策仅给出了一种

近似。多值评价函数也可以获得二支决策，这需要引入一个阈值，当决策状态值大于或等

于阈值，采取一种决策，称为接受决策；当决策状态值小于阈值时，采取另一种决策，称

为拒绝决策。二支决策将集合𝑈分为两个不相交的域，称为正域和负域，分别记为POS和  NEG。 

 

表 3：四类决策问题 

 

二值 多值 

二值 类 I 类 II 

多值 类 III 类 IV 

 

 

考虑类 II 对应的决策问题，虽然一个实体客观上满足或不满足给定条件，但当信息不

确定或不完整时，则可能无法确定实体是否属于满足条件。也是说，评价函数是对实体满

足条件的一种估计。由于这种估计体现了不确定性，采用二支决策可能比较困难：在评价

评价函数 
实体的满足性 
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函数值既不很高也不很低时，不论是接受或拒绝都显得不合理。这就要求引入三支决策，

给定一对阈值𝛼和𝛽：（a）当实体决策状态值大于或等于𝛼时，接受该实体；（b）当决策状

态值小于或等于𝛽时，拒绝该实体；（c）当决策状态值在𝛼和𝛽之间时，既不拒绝也不接受，

而选择不承诺决策。第三项决策也可以看作是延迟决策，需要进一步观察或者获得更多信

息。同样的讨论也适用于类 IV 对应的决策问题。 

三支决策可以如下形式化描述： 

 

三支决策：设𝑈是有限、非空实体集，𝐂是有限条件集。基于条件集𝐂，三支决策的主

要任务是将实体集𝑈分为三个两两不相交的域，分别记为POS、NEG和BND，分别称为正域、

负域和边界域。 

 

对应于三个域，可以构造三支决策规则。以前的研究中，我们使用三种类型的规则，

分别称为接受、拒绝和不承诺规则。在实际应用中，只有接受决策和拒绝决策具有实际意

义，同时也充分地给出了三支决策。对于某一个实体，如果既不能使用接受规则，也不能

使用拒绝规则，那么就选用不承诺决策，因而不需要不承诺规则。在某些情况下，也很难

构造不承诺规则。因此，只需要考虑接受和拒绝规则。 

给定一对阈值𝛼和𝛽，可以将所有决策状态值分成三个区，大于𝛼的决策状态值称为指

定的接受值区，小于𝛽的决策状态值称为拒绝值区，介于两者之间的决策状态值为不承诺值

区。三支决策理论必须考虑下面关于评价函数和指定值的问题： 

1. 评价函数值域的构造和解释。一般来讲，在评价函数的值域上可以建立某种序关系，

这样可以通过决策状态值比较实体满足条件的程度。比如，评价函数的值域可以是偏序集、

格、有限个等级（grades）、整数的集合、区间值和实数的集合。社会评判理论（social judgment 

theory）[55]中使用接受、拒绝和不承诺度（latitudes of acceptance，rejection and noncommitment）

与三支决策中的评价函数值域非常相似。 

2. 评价函数的构造和解释。评价函数取决于条件集合。对于接受和拒绝，可能是相互

独立的评价或相同的评价。根据具体应用，评价函数的构造和解释可以基于更直观和实际

操作的概念，例如，代价、风险、错误、利润、效益、用户满意度和投票等。 

3. 指定接受值区、拒绝值区的构造和解释。指定接受值区和拒绝值区必须反映决策时

直觉上对于接受和拒绝的理解。例如，不应同时接受和拒绝，这就要求指定接受值区和拒

绝值区是不相交的。指定接受值区应使得决策具有单调性， 即，如果接受实体𝑥，那么就

接收所有决策状态值大于或等于𝑥的实体。 

下一节给出了一个基于全序的评价函数及其对应的三支决策模型。有关三支决策理论进一

步的讨论，可参见文献[1]。 
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3.2 基于全序评价函数的三支决策  

设(𝐿,≼)是一个全序关系集，其中≼是全序关系，即≼是自反、反对称和传递的关系，且集

合𝐿中任意两个元素是可比较的。例如，𝐿可以是实数集或者单元区间集[0,1]，≼是一个小于等

于关系。基于全序关系及一对阈值，一个三支决策模型定义如下。 
 

定义 . 设(𝐿,≼)是一个全序集，其中≼是一个全序关系，𝛼,𝛽是满足条件𝛽 ≺ 𝛼的两个元素，

即(𝛽 ≼ 𝛼) ∧ ¬(𝛼 ≼ 𝛽)，集合𝐿! = {𝑡 ∈ 𝐿 ∣ 𝑡 ≽ 𝛼}表示指定接受值区，集合𝐿! = {𝑏 ∈ 𝐿 ∣ 𝑏 ≼ 𝛽}表

示指定拒绝值区。给定评价函数𝑣:𝑈 → 𝐿，三支决策可以定义为： 
POS !,! 𝑣 = 𝑥 ∈ 𝑈 𝑣(𝑥) ≽ 𝛼 , 

 

尽管基于全序关系的评价函数有一定的局限性，但是在计算上却非常方便，即三个域可以

简单地通过阈值对得出。事实上，许多相关研究都使用了全序关系。 

3.3 三支决策的性能分析  

三支决策的有效性取决于所选用的评价函数及阈值。根据对评价函数的不同语义解释，可

以得出不同的三支决策模型。因而，每个模型的性能需要通过不同的指标度量和分析。本节分

析一个基于实体两种状态的三支决策模型， 即表 3 中类 II 的决策问题。 

给定一个条件的集合，假设现实世界中任意一个实体都处于两种状态之一，即，满足或不

满足这些条件，在表 4 中分别用𝐶和𝐶!表示。例如，一个人患有某种疾病或不患有该疾病；一

个实体具有某种属性或不具有某种属性。由于信息的不充分性或不确定性，不可能精确地判定

实体的真正状态,因此用一个评价函数来估计实体是否满足条件。评价函数的值可以解释为可信

度或人的自信度，前者是客观度量而后者是主观度量。当评价函数的值高于一个阈值时，接受

实体满足条件；当评价函数值低于另一个阈值时，拒绝该实体满足条件（即，接受该实体不满

足条件）；当评价函数值介于这两个阈值之间时，既不接收也不拒绝，采用不承诺的态度。表 4

详细地描述了三种不同的决策会引起不同的后果和错误。通过表中的元素，可以给出三支决策

有效性的度量[12]。 
表 4 中，行表示三种决策动作，即接受、拒绝和不承诺；列表示两种状态，即满足条件和

不满足条件；每个单元格给出不同状态下不同决策的结果。表中的每一行给出了一个决策的正

确和错误结果。例如，在“接受”行中，POS(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶表示正确接受的实体集，即实体满足

条件同时被接受；POS(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶!表示错误接受的实体集，即实体不满足条件但被接受。这里

为了讨论分方便，将表示𝐶的评价函数𝑣!简记为𝐶。“拒绝”和“不承诺”两行可以类似解释。

表中的每一列给出了三支决策的结果。例如，在“满足条件”列中，POS(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶给出正确

接受的实体集，NEG(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶给出错误拒绝的实体集，BND(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶给出正例不承诺的实

体集。“不满足条件”列也可以类似解释。在表 4 中，  | ⋅ |表示一个集合的势。 
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（编著）. 《三支决策理论与应用》, 南京大学出版社, 南京, 1-16, 2012. 
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表 4：三支决策分类错误表 
 𝐶(满足条件) 𝐶!(不满足条件) 总和 

接受 
正确接受: 

|POS(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶| 
错误接受: 

|POS(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶!| |POS(!,!) 𝐶 | 

拒绝 
错误拒绝: 

|NEG(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶| 
正确拒绝: 

|NEG(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶!| |NEG(!,!) 𝐶 | 

不承诺 
正例不承诺: 

|BND(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶| 
负例不承诺: 

|BND(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶!| |BND(!,!) 𝐶 | 
总和 𝐶  |𝐶!| |𝑈| 

 

对表 4 中单元格的值，既可以对行也可以对列进行相应的归一化处理，其量化结果可度量

三支决策的性能。用“总和”行中实体集𝑈的势，对“总和”列中三个域的势归一化处理，可以给

出如下三种关于三支决策的度量函数： 

接受率:      
POS !,! 𝐶

𝑈
, 

拒绝率:        
|NEG(!,!) 𝐶 |

|𝑈|
, 

不承诺率:  
|BND(!,!) 𝐶 |

|𝑈|
. 

这三个度量函数分别表示被接受的实体占整个实体集的比例，被拒绝的实体占整个实体集的比

例和不承诺决策的实体占整个实体集的比例，分别称之为接受率，拒绝率和不承诺率。它们的

和为 1，因此，当接受率高时，拒绝率和不承诺率之和则较小，其它情况亦然。 
用“总和”列中对应单元的值，即|POS(!,!) 𝐶 |、|NEG(!,!) 𝐶 |和|BND(!,!) 𝐶 |，对表 4 中

“接受”、“拒绝”和“不承诺”三行进行归一化，可以表示决策结果的正确率与错误率，相应

的三种度量函数可以定义为： 

正确接受率:    
𝐶 ∩ POS !,! 𝐶
POS !,! 𝐶

,      

错误接受率:    
𝐶! ∩ POS !,! 𝐶
POS !,! 𝐶

;
 

 
当正域、负域或边界域为空时，相应的正确率和错误率分别为 1 和 0。对于每个域来讲，满足

条件和不满足条件的实体集将该域分为不相交的两部分，例如，𝐶 ∩ POS !,! 𝐶 和𝐶! ∩
POS !,! 𝐶 。因此，对于接受决策，正确接受率和错误接受率之和为 1。当正确率较高或为 1
时，错误率较低或为 0。对于拒绝和不承诺两种决策，正确率和错误率之间的关系可以类似解

释。 
类似地，也可以用“总和”行中对应单元格的值，即 𝐶 和 𝐶! ，对“满足条件”、“不满足

条件”及“总和”列进行归一化，得到如下两组度量函数： 
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满足_接受率:            
𝐶 ∩ POS !,! 𝐶

𝐶
,

满足_拒绝率:            
𝐶 ∩ NEG !,! 𝐶

𝐶
,

满足_不承诺率:    
𝐶 ∩ BND !,! 𝐶

𝐶
;

 

这两种度量可以看作是接受率、拒绝率和不承诺率分别在满足条件的实体集和不满足条件的实

体集上的分配，其关系如下： 

接受率 =
𝐶
𝑈

满足_接受率 +
𝐶!

𝑈
不满足_接受率, 

对于满足条件的实体，分别采取接受、拒绝和不承诺三种决策动作，其结果是三个两两不相交

的集合，即POS(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶，NEG(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶和BND(!,!) 𝐶 ∩ 𝐶三个集合，且它们的并为𝐶。第

一组的函数给出了满足-接受率，满足-拒绝率和满足-不承诺率，它们的和为 1，即对于满足条

件的实体集，如果被拒绝的实体较多或全部被拒绝，则被接受或不承诺的实体较少或不存在。

对于不满足条件的实体集，对应的三个决策动作可以用第二组函数度量。 
 三类度量函数并不是相互独立而是相互关联的。一个好的三支决策应具有高的正确接受率

（即低错误接受率）和高的正确拒绝率（即低的错误拒绝率），同时，也具有高的满足-接受率

（即低的满足-拒绝或不承诺率）和高的不满足-拒绝率（即低的不满足-接受或不承诺率）。它们

通常具有反比关系，高的满足-接受率通常可以通过设置较低的𝛼阈值获得，但可能会导致较低

的正确接受率；高的不满足-拒绝率可以通过设置较高的𝛽阈值获得，但可能会导致低的正确拒

绝率。阈值的选择实际上是不同度量函数的取舍或折中。 

4. 三支决策与粗糙集  

粗糙集和决策粗糙集是典型的三支决策模型，前者给出了一个定性的模型，而后者给出了

一个定量模型。决策粗糙集使用条件概率作为评价函数，这就较容易地将评价和前一节所讨论

的各种度量函数联系起来了。 

4.1 基于阈值对的三个概率区间  

设𝑈是有限实体集，关系𝐸 ⊆ 𝑈×𝑈是实体集𝑈上的等价关系，即𝐸是自反的、对称的和传递

的。包含实体 𝑥的 𝐸的等价类记为 𝑥 ! = 𝑥 = {𝑦 ∈ 𝑈 ∣ 𝑥𝐸𝑦}。所有等价类的集合记为

𝑈/𝐸   = { 𝑥 ! ∣ 𝑥 ∈ 𝑈}，称为商集，也称作对实体集的划分。𝐶 ⊆ 𝑈是实体集的一个子集，

  𝑃𝑟  (𝐶|[𝑥])表示实体𝑦属于等价类 𝑥 时，𝑦属于集合𝐶的条件概率。概率粗糙集的主要结果是在

决策粗糙集模型的基础上提出并研究的。 

设阈值对(𝛼,𝛽)满足条件0 ≤ 𝛽 < 𝛼 ≤ 1，则 𝛼,𝛽 -概率粗糙集中，集合𝐶的下近似和上近似

可以表示为： 
𝑎𝑝𝑟 !,! 𝐶 = ⋃ 𝑥 ∈ 𝑈/𝐸 𝑃𝑟 𝐶 𝑥 ≥ 𝛼 , 
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根据上、下近似，概率粗糙集正、负和边界域分别定义为： 
POS !,! 𝐶 = 𝑎𝑝𝑟 !,! 𝐶  

其中，上近似𝑎𝑝𝑟 !,! 𝐶 的补表示为(𝑎𝑝𝑟 !,! 𝐶 )! = 𝑈 − 𝑎𝑝𝑟 !,! 𝐶 。三个概率区间是两两不

相交的，并且它们的并集是实体集𝑈。三支决策和三支分类给出了三个概率区间的语义解释。 
 

4.2 阈值和分类错误率  

设𝐶是𝑈的一个子集，并表示一个概念的外延，等价类[𝑥]包含所有与实体𝑥具有相同描述的

实体。条件概率𝑃𝑟  (𝐶|[𝑥])可以看作是该类实体属于外延𝐶的置信度。在这种情况下，3.3 节提到

的错误分类率可以和条件概率𝑃𝑟  (𝐶|[𝑥])联系起来。 

如果实体𝑦与𝑥具有相同的描述，并且𝑦属于𝐶的置信度大于等于𝛼，即𝑃 𝑟 𝐶 𝑥 ≥ α，那么

选择接受。当接受[𝑥]的所有实体时，可能导致错误。由于 𝑥 ∩ 𝐶!是该等价类中不属于𝐶的实体，

错误接受率可定义为[12]： 

𝐼𝐴𝐸 𝑥 ,𝐶 =   
| 𝑥 ∩ 𝐶!|
|[𝑥]|

= 1 − 𝑃𝑟 𝐶 𝑥 . 

错误接受率𝐼𝐴𝐸 𝑥 ,𝐶 ≤ 1 − α可以由条件𝑃𝑟 𝐶 𝑥 ≥ α推出，即错误接受率小于等于1 − α。

正域的错误接受率为： 

𝐼𝐴𝐸 POS !,! 𝐶 ,𝐶 =
POS !,! 𝐶 ∩ 𝐶!

POS !,! 𝐶
 

公式 𝑥 / POS !,! 𝐶 是等价类 𝑥 在正域POS !,! 𝐶 中所占的比例。公式𝐼𝐴𝐸 POS !,! 𝐶 ,𝐶

可以看作是所有等价类在正域的错误接受率的期望值，该期望值最大为1 − 𝛼。 

设等价类[𝑥]属于𝐶的置信度𝑃𝑟  (𝐶|[𝑥]) ≤ 𝛽，根据该条件，可以推出负域的错误拒绝率，定

义为： 

𝐼𝑅𝐸 NEG !,! 𝐶 ,𝐶 =
NEG !,! 𝐶 ∩ 𝐶  
NEG !,! 𝐶

 

类似地，负域的错误拒绝率𝐼𝑅𝐸 NEG !,! 𝐶 ,𝐶 的最大值为𝛽。 

 当置信度太低不足以支持接受，或者太高不足以支持拒绝，则选择不承诺。边界域

BND !,! 𝐶 有两类错误，分别称为正例不承诺和负例不承诺，分别记为𝑁𝑃𝐸 𝑥 ,𝐶 和

𝑁𝑁𝐸 𝑥 ,𝐶 。也就是说，未将属于𝐶的实体分类到正域的错误和未将不属于𝐶的实体分类到负域

的错误。这两种错误率可以分别定义为： 

𝑁𝑃𝐸 NEG !,! 𝐶 ,𝐶 =
BND !,! 𝐶 ∩ 𝐶  
BND !,! 𝐶

 

 

𝑁𝑁𝐸 POS !,! 𝐶 ,𝐶 =
BND !,! 𝐶 ∩ 𝐶!

BND !,! 𝐶
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Pawlak 粗糙集模型可以看成是𝛼 = 1,𝛽 = 0的特殊概率粗糙集模型，并且接受和拒绝决策的

错误率都是 0，即𝐼𝐴𝐸 POS !,! 𝐶 ,𝐶 = 0和𝐼𝑅𝐸 NEG !,! 𝐶 ,𝐶 = 0。当不确定时，可以选择

不承诺，这使得𝑁𝑃𝐸 𝑥 ,𝐶 和𝑁𝑁𝐸 𝑥 ,𝐶 的值增大。由于不容忍错误接受和错误拒绝，Pawlak

边界域可能会比较大。相对的，概率粗糙集模型允许一定程度的错误，因此其边界域可能相对

较小。 

根据实际应用中对1 − α和𝛽的解释以及对错误的不同容忍程度，用户可以选择合适的阈值

对(𝛼,𝛽)。但是，不同的决策有时和不同的代价有关。基于代价的解释将决策粗糙集模型中给出。 

4.3 阈值和分类代价  

阈值和分类代价的关系可以用贝叶斯决策理论解释。设𝛺 = 𝐶,𝐶! 表示两种状态的集合，

其中状态𝐶表示实体是集合𝐶的成员，状态𝐶!表示实体不是集合𝐶的成员，为方便讨论，本章使

用集合𝐶表示集合本身及其对应的状态。每种状态对应三种决策动作，这三种动作的集合记为

𝐴 = 𝑎! , 𝑎! , 𝑎! ，其中𝑎! , 𝑎!和𝑎!分别表示对实体𝑥所进行的分类动作，即决定𝑥在正域

𝑥 ∈ POS !,! 𝐶 ，决定𝑥在负域𝑥 ∈ NEG !,! 𝐶 和决定𝑥在边界域𝑥 ∈ BND !,! 𝐶 。因此，可以

得出表 5 中的3×2矩阵表示。如果一个实体属于集合𝐶，则𝜆!!，𝜆!"和𝜆!"分别表示采取三种决

策𝑎!，𝑎!和𝑎!的代价；如果一个实体不属于集合𝐶，则𝜆!"，𝜆!!和𝜆!"表示做出决策𝑎!，𝑎!和𝑎!的

代价。 

 
表 5：决策代价表 
 𝐶(𝑃) 𝐶!(𝑁) 
𝑎! 𝜆!! 𝜆!" 
𝑎! 𝜆!" 𝜆!! 
𝑎! 𝜆!" 𝜆!" 

 

基于贝叶斯决策理论，阈值对(𝛼,𝛽)可以通过计算如下总的决策代价函数来确定： 
𝑅 𝛼,𝛽 = 𝑅! 𝛼,𝛽 + 𝑅! 𝛼,𝛽 + 𝑅! 𝛼,𝛽 , 

其中， 

𝑅! 𝛼,𝛽 = 𝜆!!𝑃 𝑟 𝐶 𝑥 + 𝜆!" 𝑃𝑟 𝐶! 𝑥
!" ! ! !!

𝑃𝑟 𝑥 , 

分别表示接受，拒绝和不承诺三种决策的代价。公式𝑅 𝛼,𝛽 累积计算所有等价类的决策代价。

假设决策代价表中的值满足以下条件： 
𝑐!                   𝜆!! < 𝜆!" < 𝜆!" ,                    𝜆!! < 𝜆!" < 𝜆!" , 

那么，代价函数𝑅 𝛼,𝛽 的最小值所对应的阈值对 𝛼,𝛽 可以表示为: 

𝛼 =
𝜆!" − 𝜆!"

𝜆!" − 𝜆!" + 𝜆!" − 𝜆!!
, 
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𝛽 =
𝜆!" − 𝜆!!

𝜆!" − 𝜆!! + 𝜆!" − 𝜆!"
, 

其中，0 ≤ 𝛽 < 𝛼 ≤ 1。不难看出，可以通过代价函数计算合适的阈值对。 

此外，基于博弈论的粗糙集模型[17,18]和基于信息熵的粗糙集模型[86]也可以用于确定和计算

合适的阈值对。决策粗糙集模型中用到的条件概率可以通过平凡贝叶斯粗糙集模型[87]或回归分

析计算[32]。 

5. 结论  

 三支决策具有非常强的普适性，不仅能解释概率粗糙集的主要研究结果，也能广泛地应用

于不同的学科和领域。三支决策理论拓广了二支决策，为决策论的研究提出了新问题和新方法。

通过使用不同的评价函数，三支决策可用于多指标决策、多目标决策、约束条件下决策和群决

策。第三种决策选择，即不承诺，给出了解决信息或知识的不确定性、不完整性或随机性的有

效方法。当证据不足时，采用不承诺态度可能会使风险或代价最小。与二支决策不同，在信息

或证据不足的情况下三支决策要求获取更多信息或证据，从而将不承诺转换为接受或拒绝。三

支决策理论的进一步研究可能会产生更多成果和应用。 
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